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Srodek masy

Jak opisa¢ dowolny ruch ciata?

Ktorego punktu ciata?

Zawsze mozna wybrad taki punkt ciafa,

ktory porusza sie tak jakby poruszat Jrcamsbime
sie pojedynczy punkt materialny pod dziataniem tych

samych sit zewnetrznych — SRODEK MASY ciata.

Dla uktadu punktéw materialnych:

mi mp
m, X, + M, X
I | X X — 171 2712
—o——0— Sy
0 X1 X X>
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Przyczyny ruchu o,

Dla mas punktowych Ciagty rozklad mas

Zmixi
_ i X = lim 2 AmiX —dem: I\; jxdm

Zmi Am; —0 ZAmI B Idm

wektor potozenia srodka masy
~ J'xdm+_[ydm+jzdm
M & o =

i M
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Przyktad ?&

= Cienki, jednorodny stup o masie M i dtugosci L lezagcy poziomo
postawiono pionowo. Obliczy¢ wykonang prace.

W = mgz
srodek masy — {-
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Ruch srodka masy

P - 1Zmi'ﬁ M-rs:ml-r1+...+mn-rn=Z:mi-ri dt

M -Vg =my-V; +..+m, -V, :Z:mi ;o |dt

M-ag = Ifl+...+ Ifn :Zlfi
i

Ruch srodka masy odbywa sie pod wptywem
wektorowej sumy wszystkich sit dziatajgcych na
ukfad - rowniez sit wewnetrznych.

Jednak z III zasady dynamiki = sity wewnetrzne

sie rownowazg
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Ruch srodka masy

= Srodek masy uktadu porusza sie tak, jakby cata masa uktadu byta
skupiona w srodku masy i jakby wszystkie sity zewnetrzne na nig
dziataty.

= Ped srodka masy

—

. dp, .. dV.

ﬁs =M -V — dt =M dt = Frew
— dﬁs N —
F., =0— It — 0 — Ps = const
Zasada zachowania pedu
Przykiad:

Siedzacy na dziobie canoe o masie mi dtugosci £ wioSlarz o masie M wstat i
przeszedt z szybkoscig V,, na jego drugi koniec. Oblicz z jakg szybkoscig i o
ile przesuneto sie canoe.
M-L y Vi @
przesuniecie ¢ =y +m szybkosC Ve =7
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Ruch srodka masy /&:

Gdy rzucimy kij baseballowy
\ Srodek masy porusza sie po
N 2 torze parabolicznym a tory
» * wszystkich innych punktdw
. o Kija sg znacznie bardziej
F: \ ztozone. Ped Srodka masy

HR tom.1
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Ruch srodka masy

Przykiad:

Wystrzelona po torze parabolicznym rakieta w najwyzszym punkcie toru rozpada
sie na dwie rowne czesci. Jedna z nich spada pionowo na powierzchnie Ziemi, a
druga porusza sie dalej. Przedyskutuj ten przypadek oraz narysuj:

A. Dalszy tor Srodka masy obu czesci rakiet,

B. Tor drugiej czesci rakiety.

C. W jakiej odlegtosci od miejsca startu wylgduje druga czesc¢

rakiety?

B i sl
2 "= = ey,
~
s | % Sy
/ | N R =
/ \'?}5 S
gl Ve N
al'S \, %
l \2 T
' \ &
;
//_/// r-j--t \ N
i L] \ N
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Ruch obrotowy — moment pedu o)

=  QOdpowiednikiem pedu w ruchu postepowym jest moment pedu w

ruchu obrotowym

Y

—

L=rxp

Skoro FLpPp to L=
. rmyv

—

V=oxr
Skoro @ L T oraz a)\ ‘I:

to V=wr oOraz L =rmw

W ruchu postepowym site wigzemy z liniowym przyspieszeniem

Ciata.

Jaka wielkos¢ zwigzemy z przyspieszeniem kagtowym w ruchu

obrotowym ?
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Ruch obrotowy — moment sity

M=FxF

Jezeli FT1LF to M=rF

Moment sity w tym ruchu nadaje sita styczna.
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Ruch obrotowy — moment sity

Rownanie ruchu obrotowego

Jezeli zmienia sie moment pedu uktadu L =Fx X P # const
- dL T
to dziata moment sity M=—=0 =M = —(r X p)
dt dt
czyli (z—rx ﬁj ( d—fj:(me-Vﬁ(Fx If):i—lg: M =0

Ostatecznie: M=FxF

Zasada zachowania momentu pedu.

Jezeli L=const to dL =M,,, =0

dt
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Ruch obrotowy — moment sity ?‘&

Przykiad:

Stojgcy pionowo dysk o masie m opiera sie o schodek o
wysokosci rownej potowie promienia dysku.

Na oS dysku dziata poziomo sita F aby wtoczy¢ dysk ruchem
jednostajnym na schodek. Obliczy¢ wartosc tej sity.

Rozwigzanie:

Dysk wtacza sig na schodek == 7 = jf, + M’g F__
1 e R
Mr=RXF Mg=R-F-sina=R-F-— [N [ img

Przeciwdziata moment sity grawitacji M g = RXxm g

My =R-mg-sinf =R-mg-sin(90 —a) =R -mg - cosa

V3
- R V3
cosqg =—=-2— R-F =R-mg-7 F=mg-V3

R R
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Energia kinetyczna Ftego punktu materialnego: \E>
1 1
Ekl :Eml-vlz :Emi.riz.wz

Energia uktadu punktdow materialnych
obracajgcych sie z takg samag o

o
.t

,

1 1 ) 5
Ek=—(m1 r1 +m, - rz + ms - r3) w? zmi-r- )

n
[=| r’dm
Z kg - m ‘] Dla ciggtego rozktadu mas j

(=1

Moment bezwtadnosci zalezy od:

- wyboru osi obrotu E, = 1 zm_ 2.2 = llwz
- ksztattu ciata 2 i ot 2

- rozmieszczenia masy Ciata
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Twierdzenie Steinera (o osiach rownolegtych) ?&

Gdy obrdét bryty o masie M nastepuje wokot osi
Z przechodzacej przez $rodek masy to VA

I, =1

Jezeli bryta zacznie sie obraca¢ wokot osi Z',
rownolegtej do Z i oddalonej od niej o
odlegtosc¢ a to

I, = I, + Ma?

Przykiad
Toczenie sie bez poslizgu walca mozna traktowac jako obrét wokot
chwilowej osi obrotu — punktu stycznosci z podtozem.
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Liniowy rozktad masy

Cienki jednorodny pret o diugosci I i gestosci ED

liniowej A obraca sie wokot osi x &
[
T
Ly =0 \ / dm )
v/ \If
oraz I,, =1, = jrzdm m dm
P=T ™ dx
l/ l
L fz 2, _Ax3 /2 1m l3_|_l3 ~ m2P® mi2
X = TR T3T\8 8/ 38 bex = 735
_1/2 — /2
Moment bezwfadnosci wzgledem ,  ml? 12 ml?
, . : : _ L, =p+ma“=——+m—=——
konca z twierdzenia Steinera: 12 4 3
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Powierzchniowy rozktad masy %\?

Cienki jednorodny dysk o promieniu Ri masie M

oraz jednorodnej gestosci powierzchniowej o |z
M dm R
o=
s ds
X
Y
I, = j r?dm
dm =0 -ds
ds = 2nr - dr

wiec

dm = o2nrdr <
R

. M R* |MR?
IZZ = 0'27'[] dr = ZEWT— 5

0
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Powierzchniowy rozktad masy

Moment bezwtadnosci rézni sie w

zaleznosci od wybranej osi obrotu 12
Dla ciggtego rozkfadu masy: R
Lix + Ly + 1, =2 [r*dm
X Y
Dla dysku:
Lix = 1y
wiec 2 - 2 Y R?
2L +1,, =2 [r*dm ale juz policzone I, = fr dm = —

2l = 21, — I,

lex — Izz Ly =— Ly =
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Powierzchniowy rozktad masy

Gestos¢ powierzchniowa powtoki o promieniu R
dm

T ds

Skoro jest symetria kulista to:

WYNOSi o

Ly = Iyy = I,

Ly +1yy +1,, =2 [ R*dm

31, = 2R? [ dm

31, = 2R?M | =2 yR2
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Objetosciowy rozktad masy

Kula o promieniu R i gestosci objetosciowej p

= | = pr*dr =-—pR®> = R®> =|=MR?
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Objetosciowy rozktad masy

Inny sposob obliczen

Kule o promieniu r, sktadamy z
plastrow o biezacym promieniu R i
grubosci dy:

dm = pdV = pnR%dy = pn(r¢ — y?)dy

1 pTT
| =— R?2 = —
d de >

"o pmr 8
I = Jdl =f p—(ré — 218y +yHdy =—pnry
L 2 15

4 3 2
M =pV=grry —— || = =M1

3 5

pT
R*R*dy = ~ (ry — 2rgy*+y*dy

—
——
—-——
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Toczenie bez poslizgu

Toczenie bez poslizgu jest specyficznym rodzajem ruchu
bryty sztywnej, bedgcym ztozeniem ruchu postepowego
Srodka masy i ruchu obrotowego wokoét srodka masy.

Przyczyng toczenia jest wystepowanie tarcia statycznego.

2R

sSm

2023-10-17 Elektronika, WIEIT 21



Toczenie bez poslizgu

Vém

X Ve

wR

ruch obrotowy
wokot osi
przechodzacej
przez Srodek
masy

ruch postepowy

Vém = wR

toczenie bez
poslizgu jako
ztozenie ruchow

Asm = ER
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Energia toczgcego sie ciata

energia kinetyczna ,  energia kinetyczna _  energia kinetyczna
ruchu postepowego ruchu obrotowego catkowita
Erp Eko Eke
Ekp = 5 Exo = T Exc = Ekp + Exo
mVé, — Iw?
Vem = WR e = 25m+ .
g - mR?w? . MR202 [ w?
kp 2 ke 2 T2
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Catkowita energia kinetyczna toczgcego ciata ?&

J

5 mR2w? s [w? B mR?w? | 2mR? w?
kula kk =7 2 2 5 2
1 2 7 7
2 — | = . RZ 2 — RZ 2 — VZ
Iy = cmR* <2+10)m T 1™
| s _mRZa)Z_I_mRZa)Z_B ,
walec w = ="
1
I, = —mR?
s _mRZa)Z_I_mRZa)Z_ V2
obrecz o 2 2"

I = mR* Exr < Exw < Ego
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Energia kinetyczna toczacego sie kota %\;

s e

0

P

Os obrotu w srodku kota Chwilowa os obrotu

Moment bezwtadnosci z

Eyc = Exp + Exo twierdzenia Steinera:
V2 Tw? 1 3
Eyp = mzsm Ero = —- Ip = I +mR? = mR? + mR? = - mR*
/ =lmR2 Iw?* 3 w® |3
0 2 EkO—T—EmR 7_va

mR?w? mR?w? |3 ,
EkC= 5 + 4 va

2023-10-17 Elektronika, WIEIT 25




Energia kinetyczna — chwilowa oS obrotu

s r

0
P

OSs obrotu w srodku Chwilowa os obrotu

_ Moment bezwtadnosci z
kula: ) : .

twierdzenia Steinera;

2 2 2 2 2 7 2

Ik=§mR2 Ip =1, + mR =§mR + mR =§mR
z dw* 7 szz— 72

obrecz: ko =5 =5 T T

I, = mR? Ip = I, + mR? = mR? + mR? = 2mR? E,, =\mV?
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Toczenie po rowni pochytej — rownania ruchu o,

= wzgledem Srodka masy
ruch postepowy ruch obrotowy
a

Fr —mgcosf =0 T=lgma=Igm=
mgsind — T = ma R

a
Toczenie bez poslizgu RT = Iér.m.E

2
np. dlawalca a = 39 sin 8

= wzgledem chwilowej osi obrotu (punkt P)

a
tylko ruch obrotowy 7 =Ipa = IPE

2
dla walca _C
wzgledem punktu P pimgsing = I, a a=3gsin 6
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Toczenie po rowni pochytej — ZZE A

= wzgledem Srodka masy

ruch postepowy ruch obrotowy
1 1 )
Ekp = Emvéz,,_m_ Eyo = ilér.m.w

2 2

1
mgh = Emvér_m_ + Elér_m_w
Toczenie bez poslizgu
\% 4
w === np.dlawalca Vwaica = [39h

R 3

= wzgledem chwilowej osi obrotu (punkt P)

1
tylko ruch obrotowy Ej, = Elpwz mgh = %Ipwz

Vwalca = §gh
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Zasada zachowania momentu pedu ?‘&

W uktadzie inercjalnym wypadkowy moment sit:

My, = % jest rdwny zmianie momentu pedu bryty sztywnej
L
o dL . T
Jezeli My, =0 to - = 0 czyli L = const
t

https://www.youtube.com/watch?v= Eug4xY9mJE
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https://www.youtube.com/watch?v=_Euq4xY9mJE

Przyktad

Na rysunku przedstawiono
studenta siedzgcego na stotku
obrotowym. Student pozostaje w
spoczynku, trzymajgc w reku koto
rowerowe, ktore ma moment
bezwtadnosci [;=1.2 kg-m?
wzgledem swojej osi. Koto obraca
sie z predkoscia atoweLw = 3.9
obrotow/s. W pewnej c wili
student obraca koto w wyniku
czego student, stotek i srodek
masy kota zaczynajg sie obracac
razem wokot osi obrotu stotka.
Moment bezwtadnosci tego ciata
ztozonego wynosi I.=6,8 kg -m?.

Obliczy¢ predkos¢ katowg Wy, PO
obroceniu kofa.

W jakim kierunku obraca sie
student wraz z kotem?

* ’ A !, b ’ Y 5
AGHS DR GUAGHS U OX

HRW, 1

L kota
Ty

T TR

C:'J‘:b Wyota
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Przyktad

Rozwigzanie

Z zasady zachowania momentu pedu:

Tfkoia LCiaTal“Zkola
przed po

’ i Zlfola

e .\ i
| D

o
R
i N
by

h
Q
I
(\)
h
=

wciailc — Zwklk

Iy,
Weigt = 2Wg I_
c

https://www.youtube.com/watch?v=4S63WHzx49|

2024-11-12
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https://www.youtube.com/watch?v=4S63WHzx49I

Precesja ?&

Skomplikowany ruch bo os obrotu nie jest nieruchoma .

w inercjalnym uktadzie odniesienia &
74 Z 4

Ap AL 1t

wpzAtstineAtstinH TzprsinH r=wp><L
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Ruch postepowy a ruch obrotowy

Ruch postepowy Ruch obrotowy
(staty kierunek) (stata os obrotu)
Potozenie
Potozenie X Im] katowe a [rad]
Predkos¢ o dx [ﬁ] Predkos¢ _da  [rad|
liniowa Cdt S katowa @ = dt s
: : dv _ _ -
Przyspieszenie aq =— ﬁ] Przyspieszenie _dw rad
liniowe dt |52]  katowe “Tar | s?)
Masa m [kg] HOmIEN I kg - m?]

bezwtadnosci
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Ruch postepowy a ruch obrotowy

Ruch postepowy Ruch obrotowy
(staly kierunek) (stala os obrotu)

Sita Foma [N Tomentsdy gz [vml
. m S m?

Ped p=mV [kg ?] Momentpedu L =Iw [kg ~

Energia mvy?2 Energia [w?

kinetyczna £ = U] kinetyczna Be ==~ U]

Uogdlniona i Uogolniona i

zasada p=2b [IN] zasada M=— [Nm]

dynamiki dt dynamiki dt
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