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Drgania

Drgania - zjawiska powtarzajgce sie okresowo

3}
)

Drgania harmoniczne — wielkoS¢ drgajgca zmienia sie sinusoidalnie

= Drgania mechaniczne
= Drgania elektromagnetyczne

Ruch okresowy (periodyczny) - stan uktadu powtarza sie w
jednakowych odstepach czasu.
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Wielkosci w ruchu okresowym harmonicznym

= (Okres — czas trwania jednego petnego drgania
= Czestotliwosc¢ — liczba drgan w jednostce czasu

= Potozenie rownowagi — potozenie w ktdrym na punkt materialny
nie dziata zadna sita

= Przemieszczenie — odlegtos¢ od potozenia rownowagi w dowolnej
chwili

=  Amplituda — maksymalne wychylenie z potozenia rownowagi
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Przyczyna drgan

I . {#

; 5 LJAL L ? _{; /tq./,jﬂ'/
| | /’j\r\
a) sz b) 0
naprezenie naprezenie napreZgnie
rozciggajgce Scinajgce objetosciowe
Naprezenie to sita odksztatcajgca Naprezenie zalezy od materiatu
przypadajgca na jednostkowg (modut sprezystosci) i odksztatcenia
powierzchnie na ktorg dziata
F N o = E = F %
=5 |2 S L

£ — modut Younga
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Naprezenie rozciggajace (Sciskajace)

Naprezenie o definiuje sie jako:

F
°73

gdzie F jest wartoscig sity przytozonej do ciata w miejscu, w ktérym ciato
ma pole S przekroju prostopadtego do kierunku dziatania sity

Miarg odksztatcenia jest wielkosc
bezwymiarowa AL/L — wzgledna
zmiana dtugosci

W granicach sprezystosci czyli dla
matych odksztatcen obowigzuje prawo
Hooke'a

E- modut Younga

napre¢zenie
niszczace

granica

sprezystosci| 7

naprezenie (F/S)

o

pekniecie

probki

I

zakres odksztatcen
trwatlych

|_—zakres sprezystosci

(proporcjonalnosci)

odksztalcenie (AL/L)
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Naprezenie scinajace

W przypadku odksztatcenia poprzecznego (Scinania) naprezenie o

definiuje sie rowniez jako:

ale sita dziata rownolegle do powierzchni S

Miarg odksztatcenia jest wielkos¢
bezwymiarowa Ax/L

F_GAx
s 7L 1

modut Scinania

i A ARG T
ORI e R R Y
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Naprezenie objetosciowe A

Naprezeniem jest ciSnienie p cieczy

4

e

_F
P = S \[/ /ﬁ\—AV
\ //
Jednostka cisnienia jest 1 Pa = 1N/m? / T ”R\

Miarg odksztatcenia jest wzgledna zmiana
objetosci AV/V

AV K - modut sprezystosci
4 objetosciowej lub modut
Scisliwosci
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Przyktad )

Na dnie Oceanu Spokojnego, ktorego srednia gtebokosc jest rowna
okoto 4000 m, panuje cisnienie 4,0-107 N/m2. Ile wynosi, zwigzana z
tym cisnieniem, wzgledna zmiana objetosci AV/V wody a ile kulki
wykonanej ze stali? Modut scisliwosci wynosi 2,2 -10° N/m?2 dla wody,
a dla stali 16 1010 N/m?.

Rozwigzanie:
AV p AV 4-107
M dla wod = = 1.89
= Y vV~ 22-10° /o
. . AV 4-107
dla kuli stalowej = 0.025%

V ~ 16- 1010
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Oscylator harmoniczny

Dla matych wychylen (w granicach

sprezystosci

Sita proporcjonalna do wychylenia

z potozenia rownowagi.

Zwrot sity przeciwny do zwrotu wychylenia z potozenia rownowagi.

F = —kx

F = —k% Fi = —kxi
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Rownanie ruchu oscylatora

Na oscylator dziata sita:

Z 11 zasady dynamiki Newtona:

Poréwnujac otrzymujemy:

d?x

mﬁ+kx=0 -

F =—kx
P B d?x
= ma mdt2
d?x
mﬁz—kx
d2x+k _ 0
dt? mx_

Jest to rownanie rézniczkowe drgan harmonicznych

Przyjmujac:

d?x ,
E+w x=20
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Oscylator harmoniczny A{;

Oscylator harmoniczny prosty 1L w’x=0

Czestos¢ drgan wiasnych — w

Dla uktadu masa m — sprezyna o statej sprezystosci k :

k
w= |—
m
Stad okres drgan T :
21T m
T=—=2nm |—
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Rozwigzanie oscylatora harmonicznego Ao

0 X . x(t) = x,y, cos( wt + )

g -+ N

N 20 W /\ [ I

Q

N |

g 0 | ’

E | | | wychylenie czestosc¢

5 o-x. F | 2m 7 potozenia : faza

N m [ - - —— o — ] - amplituda

o | —1 “  rownowagi P poczatkowa

czas t : \
amplituda : wartos¢ bezwzgledna
okres ruchu T : czas, w jakim maksymalnego wychylenia z potozenia

wykonywane jest jedno pelne  rownowagi, oznaczana x,,, A
drganie

T = 1 <+«—— czestotliwos¢ : liczba drgan (cykli) na
v sekunde (jednostka 1Hz)
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Rownanie ruchu oscylatora

a) rozwigzanie oscylatora

)
potozenie: 5
Q
x = Acos(wt + ¢) 2
Y& 4 E
b) predkosc: %
dx _
v=—=—Aw - sin(wt + ¢)
dt
e
C) przyspieszenie: 2
[
d?x =
a=——=—Aw? cos(wt +
AL LLL AL, A ST A ' 0—)
Rrut na prostq é- g
= PP %
VA A %"‘
. <5
8 i 5
>A
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Energia w ruchu harmonicznym

energia potencjalna sprezystosci:

2 1
E. =k— Ep=§kx,%1cosz(wt+q§)

energia kinetyczna:

2 1
E, = mv7 E, =7 mw xm51n2(a)t+gb)

energia catkowita

1 1 1 1

_ 2 2 _ 2 _ 2
Ec ==kx® +-mv* =-kx;, = —mvj,

2 2 2 2

energla

E /—Ep(X) + Ek(X)
E,(x)
=
O Ek(X)
~Xm 0 i ¥
. - Eyft) + Ey(0)
EL(t)
E\(1)
0 T2 F "
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Demo/Drgania-sprez/drgania1.exe

Wahadto matematyczne

Wahadto matematyczne to przyktad oscylatora harmonicznego:

M = —L(F;sinf) = —Lmgsin 6

znak minus oznacza, ze moment sity
powoduje zmniejszenie kata 0

Korzystajgc z II zasady dynamiki dla
ruchu obrotowego:

M=1 _1d29
BT

Zaktadamy, ze kat 0 jest maty
(mate drgania) czyli sind = 6 : M = —-Lmg0

Ruch powoduje moment sity ciezkosci:
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Wahadto matematyczne

M =—-Lmg0
] Rownanie oscylatora harmonicznego:
d 0
d — +Lmg 6 =0
d?0 Lmg 6 d’e
azt—1 =9 TR
. Lmg
gdzie w,= [—
I
9
[ = ml? =——p W, = Z

wz6r doktadny dla matych wychylen T=2m
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Wahadto fizyczne

Wahadtem fizycznym jest kazda

bryta sztywna w ruchu drgajgcym

M = —mgh sin 6
d*0

Iy J02 = —mgh sin 6

dla matych katéw sind = 0

2
077 —— +mgh6 =0

_ |mgh _ mgh
o= 1T T [T, + mh?

wzor dla matej amplitudy drgan

I, + mh?
T=2T[\/ ST

mgh

2023-11-18
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Przyktad wahadta fizycznego

Przymiar metrowy wykonuje drgania wokot punktu
zawieszenia O, znajdujgcego sie na jednym z jego
koncow, w odlegtosci h od jego Srodka masy C jak
na rysunku. Mierzac okres drgan T, wyznaczy¢
przyspieszenie g w tym punkcie na Ziemi.

Rozwigzanie: \/Iém + mh?
T T

e

mgh
1 2
I§m=EmL
1
I o gmLZ . _ 8m’L
N 92
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Zadanie o,

Cienki, jednorodny pret o masie m i dtugosci L zawieszono w
odlegtosci x=1/3 L od konca. Pret wychylono o niewielki kat z
potozenia rownowagi, a nastepnie puszczono swobodnie.

a) Oblicz moment bezwtadnosci takiego wahadfa.
b) Oblicz wypadkowy moment sity dziatajgcy na wahadto.
c) Podaj rozniczkowe rownanie ruchu tego wahadta fizycznego

stosujac przyblizenie matych katdw i na jego podstawie oblicz
okres drgan tego wahadta.

2023-11-18 Elektronika, WIEIT 19



Wahadto torsyjne ?’&

M = —k0

|nieruchomy koniec

moment kierujacy « zalezy od dtugosci,
Srednicy i materiatu z jakiego wykonano drut
drut
) d°0 + “6=0 K
o ez ' 1 Wi =~
linia odniesienia d2 I
20 —
\')e\"'em 21 I | |
8 0 T=—=2n |— | |
m W, K Y |
; — ,
Wahadto torsyjne stuzy do wyznaczania momentu
bezwtadnosci bryt o dowolnych nieregularnych a) cialoX
ksztattach b)
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Oscylator harmoniczny ttumiony ?’%

sztywne

zawieszenie

——
e

|

0

stala
sprezystosci k

F

o

PSR o b

-kx

CAXA XX XX A X

topatka

| stata ttumienia b

F wypadkowa sprezystosci t oporu

Sita oporu — sita Stokes’a

Fypory=—b'V gdzie b to stata trumienia
zatem

ma = —kx —bV

% % k=0
Mgz T2 qe T
d?x dx
dt2+2'8 —t+a)0x—0

gdzie S = v to wspotczynnik ttumienia

2023-11-18
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Oscylator ttumiony - rozwigzanie o,

d*x dx
1z +2,B—+a)0x =0

Dla matych wartosci wspotczynnika ttumienia, proponujemy rozwigzanie
periodyczne, w ktorym amplituda oscylacji maleje wyktadniczo z czasem

x(t) = A,e Bt cos(wt + ¢) +A.W~,.. A

TR hr st

nG o
TS FT | ﬂﬂﬁhﬂ|$]
gdzie A(t) jest malejaca w I J ’ J”U“V,U_“V_\zﬁvﬂ\f’
czasie amplitudg oscylatora NIRRRE

harmonicznego

2
A(t) = A e Pt oraz w? = w2 — B? = w? — <_>
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Oscylator ttumiony - rozwigzanie %y
“ x(t) = A,e Pt cos(wt + ¢)

A(D

czestos¢ drgan rozna od czestosci
drgan wiasnych i zalezna od
ttumienia

rozwigzanie periodyczne — gdy:

wo >> B bo w? = wi — % >0

1 - czas relaksacji (amplituda maleje e — razy)
Zaleinost x= x(f) dla droan ttumionych

: . Miarg ttumienia jest logarytmiczny
@0 =F rozwigzanie krytyczne o1 cement tumienia:

A
A=In Aoe—,B(t+T)

wy < B rozwigzanie aperiodyczne

https://www.edukator.pl/resources/applet/drgania-tlumione
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Drgania wymuszone oscylatora harmonicznego 0,

Jezeli chcemy podtrzymac drgania to musimy dziata¢ odpowiednig sitg
zewnetrzng F(t) Site takg nazywamy sitg wymuszajaca

i _ F(t) =F,sinwt
Réwnanie ruchu (€)= Fo

kx — 7 & 4 e L LT SN
ma —x—yd—+ (t) mdt2 X Vd (t)
dzx 1dx 2 i m 2 k FO 1
qez T PO T dosinwt w=an, wo=on do =) FEon

uktad jest zasilany z czestoscig w r6zng od czestosci wiasnej w,

Drgania (wymuszone) odbywaja sie z czestoscia sity zewnetrznej,
a nie z czestoscig wtasna.
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Rezonans 29

Otrzymujemy drgania ,niegasngce”, jak dla prostego oscylatora
harmonicznego, o amplitudzie niezaleznej od czasu, ale

= amplituda A(QY) jest funkcjg czestosci wymuszenia

_ |4 26 - w
A(Q) = top = Zﬁ :
\/(w(Z) — w?)? + 4,820)2 Wy — W

= przesuniecie fazowe ¢(Q) nie jest dowolng
statg lecz jest rowniez Scisle okreSlone przez
czestoSC wymuszenia.
Informuje o jaki kat e p=-1/2
maksimum wychylenia
wyprzedza maksimum
Sity wymuszajgcej

PRI
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Rezonans

Rezonans wystepuje gdy amplituda osigga wartos¢ maksymalng co w
praktyce oznacza ze czesto$¢ wymuszenia zbliza sie do czestosci
drgan wiasnych

Fyk

Q/COO

»
»

https://www.edukator.pl/resources/applet/drgania-wymuszone
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Sktadanie drgan w tym samym kierunku ’

X;(t)=A;cos(w;t+¢,)
X (£)=X1(t)+x,(t)
Xy(t)=A cos(w t+p,)
gdy amplitudy i czestosci sg jednakowe, a drgania sg

przesunigte w fazie o @: Xwyp = X1(t) + x,(t) = 24 cos%cos( wt + %)

gdy @ = 1 - wygaszenie drgan

gdy ¢ = 27 - wzmocnienie Xyyp= 24 cos (wt)

% ‘ _n\A cosét
Gdy drgania maja zblizona ’V\ ﬂ dll N ﬂ/r‘
czestotliwos¢ otrzymujemy drgania o 4 N2

modulowanej amplitudzie. \J Y\U h J U/\V\[ t
- LU~ h

.~
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Sktadanie drgan prostopadtych A

Sktadanie drgan zachodzacych w kierunkach wzajemnie prostopadtych

s 2 2
np. x(t) =A,sinwt y(t) = A, sin(wt + E) xA(? + yA (g) =1
x y

1
t
Lt o 45° %0° 135° 180°
| Czpstotliwgscl
A >

Krzywe Lissajous

Jules Antoine Lissajous

SIEISIN
= > O
Vis<
RS

A
00
A
53

h_1

e (1822-1880) po raz
pierwszy zademonstrowat

;x_=3£ krzywe w roku 1857
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Przyktad

Do ptytek odchylania poziomego i pionowego oscyloskopu
przytozono napigcia: U,= a-sinwt oraz U= b-cos2 ot.
Wyznaczy¢ tor promienia na ekranie oscyloskopu.

Rownanie toru — nalezy wyeliminowac czas z rownan:
U

%zcosZwt cos2wt = cos?wt—sinwt=1-2sinwt
U, U, Uy’ 2b
7=smwt = 721—2(;) stad Uy=b—;U§

parabola
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Zadanie O

Ciato o masie m umocowane do sprezyny odciggnieto z
potozenia rownowagi na odlegtosc L i puszczono swobodnie
aby wykonywato drgania harmoniczne o okresie 7. Oblicz:

= czas, w ktorym ciato przebedzie droge od potozenia
rownowagi do potowy maksymalnego wychylenia.

= predkoSc ciata w potowie maksymalnego wychylenia.
= maksymalng wartosc sity sprezystosci.
= catkowitg energie mechaniczng drgan.

= czas po ktorym energia kinetyczna oscylatora bedzie rowna
jego energii potencjalnej.
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