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Wzglednosc¢ i niezmienniczos¢ o\

Wszystkie uktady odniesienia poruszajgce sie wzgledem siebie
ruchem jednostajnym prostoliniowym (inercjalnec)J Sg
rownowazne.

Transformacja miedzy tymi uktadami odniesienia jest liniowa

Prawa fizyki nie zalezg od uktadu odniesienia — we wszystkich
inercjalnych uktadach odniesienia sg jednakowe

Predkosc Swiatta w prdzni nie zalezy od uktadu odniesienia

Nie istnieje bezwzgledny ukfad odniesienia. Przestrzen jest
izotropowa.

Wzglednos¢ jednoczesnosci — zdarzenia widziane przez dane?o
obserwatora jako jednoczesne, nie muszg byc jednoczesne dla
innego obserwatora




Szczegolna teoria wzglednosci 7’&9

> A. Einstein: transformacja Lorentza zapewnia niezmienniczosc¢
predkosci Swiatta

» Transformacji podlega zaréwno wspotrzedne przestrzenne, jak i

0$ czasu — dlatego STW wygodnie opisac jako 4-wymiarowg
czasoprzestrzen.
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Czterowektor czasoprzestrzeni 2

> Czas to dodatkowa wspotrzedna, ctto odlegtosc jaka przebywa

Swiatto
> Potozenie zdarzenia w czasoprzestrzeni okresla 4-wymiarowy
wektor: T
X = (ct,—x,—y,—z) = (ct,—r) |
> Dhugo$é takiego czterowektora: (bt 7’4
IX| = c2t2 — x2 — y2 _ 52 4\)_//1/

» Co to jest wektor? Jest to element przestrzeni liniowej nad
ciatem liczb, z okreslong definicjg dziatania wewnetrznego,
zewnetrznego, oraz norma.

> Dla przestrzeni tréjwymiarowej jest to krotka 3 liczb N
rzeczywistych, iloczyn skalarny, iloczyn wektorowy oraz dtugosc
wektora (pierwiastek z iloczynu skalarnego wektora przez
same,<I;|o siebie). ZawartosC krotki (wspotrzedne wektora)
okreslona jest przez baze (np. wersory). Transformacja miedzy
uktadami bazowymi nie zmienia normy wektora.




. 0
Uproszczenie o

> Zatbézmy, ze c=1

» Wtedy czterowektor X = (1t, —x, —y, —z) = (xg, —X1, —X, —X3)
» Nowy uktad jednostek, np.

jednostka odlegtosci to 1 stopa Swietlna [lft] (~29.9792458 cm)
jednostka czasu to 1 nanosekunda [ns]

11lft
1y

1ns
Okoto 30cm — odlegtosc¢ jaka Swiatto przebywa w ciggu 1 ns

C
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Wiasnoséci czterowektorow o\

Wektor kowariantny: A, = (ay, ay,a,,a3)

Wektor kontrawariantny: A% =

w N = O

Q Q Q Q

Wektor kowariantny otrzymujemy przez mnozenie wektora
kontrawariantnego przez tensor metryczny (macierz Grama):

Aa — ga,B Aﬁ

Wektor kontrawariantny otrzymujemy przez mnozenie wektora
kowariantnego przez odwrotnosc tensora metrycznego

A = g™ 4,

Llloczyn skalarny”: mnozenie wektora kowariatnego przez
kontrawariantny (lub odwrotnie):

A-B=A,B% = A“B,
Norma (dtugos¢ wektora): |A%| = A, A




>

Konwencja sumacyjna Einsteina

Greckie litery w indeksie, wystepujgce dwa razy, oznaczajqg
sumowanie po tym indeksie od 0 do 3. Lacinskie litery —
sumowanie 1...3. Przyktady:

iloczyn skalarny czterowektora:
3

A BY% = z a,b* = agh® + a, b +
a=0
sktadowa a-fowa wektora kowariatnego:

Yap AP = 2 gaﬁA'B = gaOaO + ga1a1 + -
=0

iloczyn wektorowy C=AxB w 3D, pierwsza sktadowa:

3 3 3
Ct= 6% € alby= Y » » 8% €y alby =1a2bs — 1a’h,

i=1j=1k=1
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Czterowektory w przestrzeni Minkowskiego o,

» Wektor kontrawariantny:
¢ = (x% x1,x%,x3) = (1t,x,y, 2)
» Tensor metryczny w ptaskiej czasoprzestrzeni (bez OTW):

1 0 0 0]
s [0 =1 0 o0
g Tlo 0o -1 o
0 0 0 -1

» Wektor kowariantny:

Xa — gaﬁXﬁ — (XOJ —X1, —X2, _x3) — (1tr —X,~Y, _Z)

> Kwadrat dtugosci wektora

1X|? = X X% = (0% — () =(»)? —(2)*
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Transformacja Lorentza w R4

» Transformacje Lorentza £ tworzg grupe:
> podgrupa obrotow
» podgrupa inwersji
» podgrupa pchniecia (boost) czyli transformacja miedzy uktadami
Inercjalnymi:
4 —Y" N A) —YVU3
A — -yv; 1+ @ —=Dvg/v? (¥ — Dvw,/v? (¥ — Dvyvz/v?
¢ " |=yv, (- 1)172771/772 1+ (- 1)173%/772 (y — 1)772773/172
—yvs; (¥ — Doz, /v? (v — Dvsvy/v* 1+ (y — Dvg /v

X% =AY X«
» W szczegolnosci, dla ruchu tylko wzdtuz osi x;:
[y —Y vy 0 0]
AY = —Y V4 y 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1]

_ 1
Y= 1—(vy)?
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Odlegtosc w przestrzeni Minkowskiego

> Wspotrzedne zdarzenia w danym uktadzie:
X% =(x%xt,x%,x3) =(t,x,v,2); X,= (t,—x,—y,—Zz)
> Wspotrzedne w uktadzie poruszajgcym sie wzdtuz x:
t'=x" =AY x* =AY x°+AVx1+0+ 0=y -t —yv, - x
x'=xV =AUV x* =AY x°+AYx1+0+0=—yvt+y-x
y' =x=0+0+AYx2+0=1.y z =x3=1-z
> Kwadrat dtugosci czterowektora:

|X|2 =XaXa — t2_x2 _y2 _ZZ

> Kwadrat dtugosci czterowektora w poruszajgcym sie uktadzie:

|X/|2 — t/2 _ le _yIZ _ZIZ — 1
= (yt —yvx)* — (=yvit + yx)? —y? —z* = -~ Y= T w)?
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Odlegtos¢ miedzy zdarzeniami o

> Kwadrat diugosci czterowektora:
1X|2 = t2 — x2 —y2? —72

> Kwadrat diugosci czterowektora w poruszajgcym sie uktadzie:
IX'|2=t2—x"2—y2—72= (2 x2_y2_p2

> Dlugosc czterowektora jest niezmiennikiem transformacji
Lorentza!

> Mamy zdarzenia P oraz K, ich wspodtrzedne w czasoprzestrzeni to

(th —Xpr» —Vp» _Zp) (tk: —Xk» " Vi _Zk)
» Interwat czasoprzestrzenny miedzy P i K:

|dS|? = (t) — tp)z — (2 — xp)z ~(k — yp)z —(zi - Zp)z
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Interwat czasoprzestrzenny

> Kwadrat odlegtosci miedz
czasoprzestrzenny, nie za

>

|dS|? = (& — tp)z — (% — xp)z = dt? — dx?

albo w notacji czterowektorow
2 2 1
|dS|2 = (xkO — xpo) - (Xkl - xpl) 2—_

dla bardzo matego odstepu

|dS|? = dx,° — dx,”

...a to jest réwnanie hiperboli: 2

?/ zdarzeniami, czyli interwat
ezy od uktadu odniesienia.

|dS|? = (i - tp)z — (2 - xp)z ~( - yp)z —(zi - Zp)z

Dla uproszczenia y=0, z=0, wtedy:

4

X0 czyli ct
o

34

2_2—

2_y2—
Xg-X1=0

) ez 1
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Czas wtasny

» Czas mierzony przez zegar zwigzany z poruszajgcym sie uktadem
» Jest niezmiennikiem relatywistycznym

|dS|? > 0 time (years)

|dS|? = 1dt = ydt
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Przydatne czterowektory, c=1

> Wspotrzedne zdarzenia, wektor kowariantny:

Xo = (X0, %1, %2, x3) = (1t, —x,—y,—z) = (t,—T);
> Czterowektor predkosci:
0X,

Ya = Js

> Dlugosc wektora czteropredkosci wynosi 1.
> Dla czastki spoczywajgcej wektor jest rownolegty do osi czasu
u, = (1,0,0,0)

— (u0' Uq, Uy, u3) — ]/(1, —Ux, —Vy, _UZ)

> Czterowektor energopedu (nie dla fotonow):

pe =my(1,v) = (E,—py, —Py,—Dz) =M Uqy

> Dlugosc czterowektora energopedu jest stata i proporcjonalna
do kwadratu masy spoczynkowe]j
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Czterowektor sity

» Tzw. sita Minkowskiego, oraz czterowektor przyspieszenia:

dp, Jdug
F, = — Ay = —
0t 0t
» Sita f w rozumieniu Newtona (nie jest niezmienniczym
czterowektorem)
ap 0

f= Py (V‘mu)

» Prawo Newtona dla statej masy spoczynkowej:

fu ydE Op
o =mae =YV | =\ 137 3

» Moc:

d
fu (]/ )—

E
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Przydatne czterowektory, c.d.

> Czterowektor gestosci pradu:
— (Q' _jx' _jy' _jZ) — (Q' _])
» Czteropotencjat:

Aa — (QDJ A]_JAZIAS) — (QD; A)
» Czterowektor operatora gradientu:

0
d, = = (0dg,04,0,,03) =|—,—V
a = 3 X, (09, 01,02, 03) (at )
» Skalarna czterodywergenCJa:
dA,
d,A, =
a‘*a axa
a=0
» ... przy okazji, skalarny operator d’Alamberta

2

_aaa _a |72
— F_
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Zasada zachowania tadunku

> Czterodywergencja gestosci pradu

. 0o .
aa]a=a+|7]

> |3+yw pradu na jednostke objetosci jest rowny szybkosci
enia gestosci fadunku:

> Czterodywergencja gestosci pradu jest rowna zero, i jest to

niezmiennik relatywistyczny

Ogja =0
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Czteropotencjat pola elektromagnetycznego o,

» Indukcja pola magnetycznego
B=VXA
» Prawo Faradaya:

0
ovxA |7><(E+—A>=O
ot dat

VXE=-—

» Pole elektryczne:

0
E=-Vp——A

» Prawo Gaussa

VE = 2
€0
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Czteropotencjat pola elektromagnetycznego o

» Prawo Ampera:

1
j 0 0 Eolp = — alec=1
VxVxA=L+2(vp - A) oo T
& Ot dat wigc io = —
0

> tozsamosc

VxVxA=VVA) - VA

» Warunek cechowania (warunek Lorentza):

d%A, =0

> niezmiennik:

0
% i va=o0
ot
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Prawa Maxwella ¢

» Dalambercjan czteropotencjatu pola elektromagnetycznego, po
uwzglednieniu warunku cechowania Lorentza, jest

proporcjonalny do czterogestosci pradu:

Ja
Ag==2
a 80

> Czterodywergencja gestosci pradu jest rowna zero:
Ogjo =0

Science is elegant!
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Czteropotencjat poruszajgcego sie tadunku A

» tadunek g porusza sie wzdtuz osi OX
» Transformacja Lorentza:

= (V(QD _ UAx), )/(Ax — UQD), A_’Y'AZ)

» odwrotna transformacja Lorentza:

!/ !/ L
= (y(p' +vA'),y(A'y + v9"), Ay, A, ) <
vt r/
» W uktadzie primowanym potencjat skalarny:
A q
QD —

Ameor’ Amteg[x'2 + y'2 + 72
» W uktadzie spoczywajgcym potencjat jest inny:
q

megr’ 4megyy(x — vt)2 + y2 + 722
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Czteropotencjat poruszajgcego sie tadunku Ao
» tadunek g porusza sie wzdtuz osi OX

» W uktadzie' zwigzanym z poruszajgcym sie
tadunkiem nie ma pola magnetycznego,

wiec:
B'=VxA =0
stadA' =0

» W uktadzie spoczywajgcym
czescC przestrzenna czteropotencjatu:

Ay =y(0+ve") =ve'

A, =0

A, =0

» czyli jest niezerowa sktadowa A

» Teraz mozna policzy¢ pole E i B: E=-Vp—--4

B=VXA
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Czteropotencjat nieruchomego tadunku

>N

Z
&

» tadunek g sie nie porusza, ale
ruchem jednostajnym wzdtuz osi X
porusza sie obserwator.

> Zadanie do przemyslenia:
jakie sktadowe czterowektora A
zmierzy obserwator w uktadzie

primowanym? pd
PN
> Zadanie: przez rézniczkowanie sktadowych U

czteropotenc[]aJru sprawdzi¢, jakie sg
sktadowe pola E'i B poruszajgcego sig tadunku,
oraz jaki jest zwigzek miedzy nimi
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Sita i tensor pola elektromagnetycznego

> Dlugosc czterowektora predkosci jest stafa:
u®u, =1 (dlac=1)
wiec %u“ua =0

» Sita (przy zatozeniu statej masy)

> Zatozmy, ze sita zalezy od 4-predkosci, tadunku i tensora
drugiego rzedu:
F* = qTaB Ug

> ale po wymnozeniu obu stron przez 4-predkos¢, z uwagi na Fu, =0
wynika, ze tensor F musi bycC antysymetryczny, z wyzerowanymi

elementami diagonalnymi
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Tensor pola elektromagnetycznego 0,

» Tensor pola elektromagnetycznego, tzw. Tensor Faradaya,
to rozniczka zewnetrzna czterowektora A:

Ta,B —_ 0aAB — (')B Aa

» Sktadowymi tensora pola eIektromadgnetycznego sg pola

elektryczne i magnetyczne, przyktadowo:
_ Ay 0Aq _ 04y 09 _ B d
For = o Tom T "ot ax L1 E=-Vp-—4
)
T12=—6A2—6A1=—Ay_an=_BZ B:VXA

0xq 0x, dx dy
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Tensor pola elektromagnetycznego

» Skladowymi tensora pola elektromagnetycznego sg pola
elektryczne i magnetyczne

» Tensor pola elektromagnetycznego (c=1, forma kowariantna)
"0 E; E; E;-
7 —-E;, 0 —B; B,
(Xﬁ - _E2 B3 O _Bl
__E3 _Bz Bl 0

> Forma kontrawariantna rdozni sie znakiem sktadowych £

» Wyznacznik tensora pola jest niezmiennikiem:

FopF* = 2B? — 2E?
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Prawa Maxwella w postaci tensorowej

» Rdzniczka tensora pola elektromagnetycznego jest
proporcjonana do czterowektora gestosci pradu

8
_J
0pFeF =" /¢,

> Dla prdzni:
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Transformacje tensora pola O

> Wystarczy przemnozyc tensor pola przez macierze transformacji
Lorentza:

FUb = A% A F b

» Przyktadowo dla uktadu poruszajgcego sie wzdtuz osi OX, c=1

Y Y7 0 0]
A — |7V Y 0 0
@ 0 0 1 0
0 0 0 1]

» Jezeli taka transformacjg podziatamy na pole elektryczne, np.
jednorodne z tylko sktadowa E, to w tensorze primowanym
E,'=vE, ale ponadto powstanie niezerowa sktadowa B,'=-yVE,
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Podsumowanie o,

> Prawa mechaniki relatywistycznej wygodnie jest opisac za
pomoca czterowektorow

> Dlugosc czterowektora jest niezmiennikiem transformacji
Lorentza.

> Pole elektromagnetyczne mozna opisac za pomoca
czterowektora potencjatu lub za pomocg tensora Faradaya

» Sktadowe pola magnetycznego pojawiajg sie na wskutek ruchu
wzgledem uktadu odniesienia.
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