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Fale materii o,

» (Czastki materii (elektrony, protony itp.) to paczki falowe

> Funkcje falowe opisujg stan kwantowy czastki badz uktadu
czastek.

> Kwadrat modutu funkcji falowej okresla prawdopodobienstwo
znalezienia czgstki w danym miejscu

> Jak wyglada rownanie falowe dla fal materii?

» Rownanie to musi by¢ zwigzane z catkowita energig czastki
(Hamiltonian), ktora jest sumg energii kinetycznej i potencjalnej:

2

E(x,t) = §m+ V(ix,t)
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Ervin Schrodinger, 1926: rownanie wtasne mechaniki
kwantowej, 1933: nagroda Nobla
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Operatory energii i pedu o,

> Rownanie fali materii (funkcja falowa jako fala biegnaca):
Y(x, t) = Aetlkx—wb)

> Rozniczkowanie po x zwraca wektor falowy k.

B 21
2
» Ped jest proporcjonalny do wektora falowego:
h
p = I = hk

> Rozniczkowanie po ¢ zwraca czestos¢ kotowa w.

w = 2nf

> Energia jest proporcjonalna do czestosci kotowej:
E=hf =hw
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Operatory energii i pedu

> ROzniczkowy operator pedu dla wspoétrzednej x
A 0
Px = _lha

> Rozniczkowy wektorowy operator wektora pedu:

(00 9\ _
P="Moxay0z) "

> Rozniczkowy operator energii:

£ =in’
— ot

> Operatory te dajg ped i energie, jesli dziatajg na funkcje falowa
Y(x, t) = Aetlkx—wt)
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Rownanie Schroedingera

» Operator Hamiltona:
A2

P

+V(r,t)=E
o T V()

» Operator Hamiltona, dziatajgcy na funkcje falowa, jest
]edToczesnle rownaniem falowym, ktore ta funkcja falowa musi
spetnic:

2

0
——V2¥(r,t) + V(r,t)¥(r,t) = ih—

2m ot v,

» Zadanie: dla zerowego potencjatu (czgstka swobodna)
sprawdzi¢, czy fala biegnaca:

Y(x, t) = Aetlkx—wt) spetnia powyzsze rownanie
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Stacjonarne rownanie Schroedingera

> Potencjat zalezy tylko od odlegtosci, nie od czasu:

2

—h— V29(r,t) + V(n¥Y(r,t) = ihi

2m ot ¥, t)

» Mozna wtedy rozdzieli¢ zmienne funkcji falowej na czes¢
przestrzenng i czasowg, czeS¢ czasowa zalezy od energii:

Y(x,t) = de tyY(r) = Ae_%EtI/)(r)

> Niezalezne od czasu rownanie Schroedingera:

hZ
— VA +VOY() = EP(r)

2024-05-10 Elektronika, WIEIT



Przyktady z rownaniem Schroedingera

> Rozwazmy jednowymiarowe stacjonarne rownanie
Schroedingera:

h% 0%
~ 55z V) + V(X)) - E)plx) =0

» gdzie czgstka o energii £ porusza sie tylko wzdtuz osi x.

» Jest to jednorodne rownanie rozniczkowe druglego rzedu,
ktorego rozwigzaniem sg funkcje falowe, np.:

b (x) = Aetex

> Wystarczy wiec znalez¢ wektor falowy ki jego zwigzek z energia
(zwigzek dyspersyjny).

> Ponadto nalezy dobrac¢ amplitudy tak, aby funkcja byta ciggta i
rozniczkowalna w catym zakresie x.




Przyktad: bariera potencjatu o,

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia

na bariere potencjatu V(x)
(np. na granicy metal-proznia) E
> Bariera potencjatu, V<£: O >
V(ix) =0,dlax <0 v
V(ix)=V,dlax >0
X

» W mechanice klasycznej taka czgstka
powinna oczywiscie kontynuowac swdj ruch,
%Iko ze zmniejszong predkoscig
0 ma mniejszy ped — skok potencjatu odebrat czeS¢ energii)

» W mechanice kwantowej rzadzonej rownaniem Schroedingera
jest troche inaczej, bo czastki to fale...
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Przyktad: bariera potencjatu o,

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu. V(x)

» Bariera potencjatu, V<E: E

V(ix) =0,dlax <0
V(ix)=V,dlax >0 v

» Funkcja falowa zalezna od potozenia, x
dla x<0 czastka porusza sie w lewo
lub w prawo, bo istnieje pewna szansa
na odbicie od bariery:

P, (x) = Aetf1* 4 Be~th1x
» Dla x>0 czastka porusza sie tylko w prawo:
P, (x) = Ceth2®
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Przyktad: bariera potencjatu A

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu, V<E.

. . _ E t V(x)
» Bariera potencjatu, V<£. Dla x<0:
h% 072
— x)—Ey(x)=0 V
=) — Ey(x) AN
Vo
(VARVERY )
» Roéwnanie to spetnia funkcja falowa, y

dla ktérej zwigzek energii i wektora falowego

h? L 2mE
1 = kl:T

» Ped takiej swobodnej czgstki:

2m

p1 = V2mE
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Przyktad: bariera potencjatu o,

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu, V<E. V(x)

» Bariera potencjatu, V<£. Dla x>0: E
h% 02 vV
~ oY) + (V= E)(x) = 0 VAV,

» Roéwnanie to spetnia funkcja falowa,
dla ktérej zwigzek energii i wektora falowego

hZ
kaz =E—-V

> Ped czastki jest mniejszy (wieksza dtugosc fali):
p, =+ 2m(E — V)

2024-05-10 Elektronika, WIEIT 12




Przyktad: bariera potencjatu A

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu, V<E.

: L . E + V(x)
» Funkcja musi bycC ciggta i rozniczkowalna
dla x =0
A+B=C /\ ,f/\ //\\ v

ARV
Ak 1 — B k 1 — C k 2 v \/ % \

> Rozwigzujac powyzszy uktad rownan
ze wzgledu na B i C:

k]_ - kz C . 2Ak1
ki + Kk, ky + k,

B=A4

> Zadanie : sprawdziC, co by bylo dla & = & ?
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Przyktad: bariera potencjatu o,

» Interpretacja amplitud A, B, C:

amplituda danej sktadowej paczki falowej, V(x)
dla pojedynczej czastki

2. natezenie strumienia czgstek.

-n . ’ ,’f\\ //\\ /\ | ’,/\\ ‘//\ ’/\\ V
» Kwadrat modutu funkcji falowej okresla
gestos¢ prawdopodobienstwa: S
. *
p(x) = P)Y*(x) X

> W przypadku fali biegnacej w jednym kierunku, stata gestosc
prawdopodobienstwa (jednorodny strumien czastek):

p2(x) = P (X5 = Cetl2¥Cethe = (2
» Dla superpozycji fali padajgcej i odbitej dostajemy fale stojaca:
p1(x) = (Ae™ 1% + Be~1¥)(Ae~H1* 4 Betk1X) = A% + B2 + ABcos2k,x
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Przyktad: bariera potencjatu

> Wspdtczynnik transmisji i odbicia strumienia czastek od bariery
potencjatu:

BB*
AA*

R =

~ (ky + kp)?

T=1-—R

» Co sie dzieje w przypadku pojedynczej czgstki? Odbije sie czy przeleci?

V2mE
h

k., =
K2 — k2 1

_y2m(E-V)

2 h
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Superpozycja stanow kwantowych ?&

> Czastka znajduje sie jednoczesnie w kazdym z mozliwych
standw, np. jednoczesnie przeszta i zostata odbita, do momentu
dekoherencji kwantowej wskutek pomiaru stanu czgstki.

15
1of
osf : ‘ s 5 LN poram
i | 3 ‘ By % g
i \ et 5
: : 03 73
—10 -5 L 5 10 i P H 4 o
r £ AOGILE £55
r =% s " ¢ 4
. 4= =
o j f‘!, : - ‘nc 3 1
: i dSchrodinger's =
-Ler v : epREAT S
: a 2 -. {4 = v . o
13
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Przyktad: bariera potencjatu

> Odbicie czastki moze nastapi¢ nawet od ,, dotka” potencjatu, czyli
w sytuacji, gdy czastka trafia na krawedz V(x)
obnizonego potencjatu E
(np. na granicy jgdra atomowego) O >

k2 — k2

R =
(ky + k3)?

» Zadanie: neutron powstaty w wyniku
rozpadu promieniotworczego posiada
energie £= 5 MeV. Neutron trafia na jadro innego atomu, przy
upraszczajgcym zatozeniu, ze potencjat jagdra jest schodkiem o
wartosci -50 MeV, obllczyc prawdopodobienstwo odbicia R
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Przyktad: bariera potencjatu o,

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu V(x)
(np. na granicy metal-proznia)

» Bariera potencjatu, V> E:

E %
V(ix) =0,dlax <0
V(ix)=V,dlax >0

» W mechanice klasycznej taka czgstka
powinna oczywiscie odbic sie, jak pitka,
od bariery potencjatu

> W mechanice kwantowej rzgdzonej rownaniem Schroedingera
jest troche inaczej, bo czastki to fale...
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Przyktad: bariera potencjatu o,

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu wyzszg niz £ V(x)
(np. na granicy metal-proznia)

» Dla x<0 funkcja falowa jest superpozycjg
ruchu w lewo i w prawo:

E %
l/J1(X) — Aelklx _ Be—lklx —
XA
» Dla x>0 wartosc wtasna rownania U
Schroedingera jest liczbg urojona: X

k, = %\/Zm(V —E)

» Dajeto rzeczyW|ste:1b funkcje wyktadniczg malejaca, czyli czastka
wnika wewnatrz zabronionego (klasycznie) obszaru:

W, (x) = Ce h\/Zm(V E) x
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Przyktad: tunelowanie przez skok potencjatu

» Swobodna czastka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x, natrafia
na bariere potencjatu wyzsza niz £, V(x)
bariera ta ma mata szerokos¢ d

» Dla x<0 funkcja falowa jest superpozycjg

>
D/

ruchu w lewo i w prawo: E d v
— ikix __ —ikqx
Y, (x) = Aet™1* — Be™t1 A

» Dla d>x>0 funkcja falowa jest

wyktadniczo malejgca:

l/)z (x) — Ce —ﬁ\/Zm(V—E)x

> Dla x>d funkcja falowa odpowiada czastce, ktora
przetunelowata przez bariere potencjatu, amplltuda zalezy od
szerokosSci bariery:

3 (x) = Detkr¥
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Przyktad: tunelowanie przez skok potencjatu

Potential:
‘barriem\rell M ‘v‘

Show energyvalues

|— Tatal Energy = Potential Energy | | Configure Energy... |

1.0

Show reflection and
transmission probabilities

000 0.00
FAN ; !

Electron Wave Function view:
[w]real part  =—
[w]imaginary part —=—

[} =
o &n
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[W] magnitude ——
[Iphase 0O 1M 2T

Direction of incoming wave:

= -

Electron Wave Function form:

@ wave packet

........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ) plane wave

Wave Function

Wave packet properties:

Initial width @ 0.5 nm
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| Make Quantum Measurement | POSitiOf‘I (nm)

https://phet.colorado.edu/sims/cheerpj/quantum-tunneling/latest/quantum-tunneling.html?simulation=quantum-tunneling
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Tunelowanie przez skok potencjatu

> Prawdopodobienstwo tunelowania przez skok o szerokosci d:

)e—Zkzd

T 16E(1 E
R Vv

» Przyktady efektu tunelowania w praktyce:

» Rozpad alfa: tunelowanie przez bariere potencjatu na granicy

jgdra atomowego

> Dioda tunelowa

(dioda Esakiego)
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)—>
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Depletion region

o

Free electrons

— Q9
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E,

n(E) P(E

2

9

9

v
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]
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v

2

9 e

™
99

® 0

Od’:o

L}

@)

Q

E

2 E

C

E\f

B :
) n(E) P(E)

Tunneling current

tunneling current  Excess current

£ E /—’
E
E E
qv
VI, a—y s
n(E) n(E) =
P(E) p(E) p(

Thermal
diffusion currer
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Negative ion  Positive ion

(NS

» Spinowo-zalezne tunelowanie przez bariere izolatora (TMR)
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Tunelowanie przez skok potencjatu ?‘&

» Przyktady efektu tunelowania w praktyce: zimna emisja polowa
przez trojkatng bariere potencjatu (Fowler-Nordheim Tunneling)

vacuum fevel _

A

v polowy mikroskop elektronowy FEM 71 metal
v komorki pamieci EEPROM

high voltage !Control grid

oA
Pol_vsxhcon\ @m Floating gate
0 o

Ground P Groun

v' wysSwietlacz FED

Fermi level -

E. tunnel
distance

— ENEIZY
o 4]

P20 v d Anode

. WY E——— T E———
Colp DD DD 0D 2 OD 0D @D 0
electiode _——" oG 0® 0D om0 _O® %

OD ®® ®® DD DO DD

S DD oo oca OO 0D O ,.—';\"'
; '_ DD D D DD LT~
‘ - / ===F | > '/ v o Insulator L 1§ —

layer
Emitters Cathode electrode

2024-05-10 Elektronika, WIEIT 23



Przyktad: czastka w studni potencjatu o,

» Czgstka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x wewnatrz studni

nieskonczenie duzego potencjatu V = o004 ‘W = oo
> Studnia potencjatu ma szerokosc¢ L
V(ix) =0,dla0<x <L ——E

V(x) =co,dlax >L,x<0

> Czastka moze przebywac wyltacznie
wewnatrz tej studni. 0 I

» W mechanice klasycznej taka czgstka
powinna miec dowolng energie.

> W mechanice kwantowej rzgdzonej rownaniem Schroedingera
jest troche inaczej, bo czastki to fale...
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Przyktad: czastka w studni potencjatu o,

» Czgstka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x wewnatrz studni
nieskonczenie duzego potencjatu V = o004 ‘W = oo

» Funkcja falowa jest superpozycjg
ruchu w lewo i w prawo: /N

l/)(x) — Aelkx _ Be—th

> Funkcja falowa musi sie zerowac V=0
na granicach studni, wiec B = -A

Y(x) = Aisinkx
k = \/ZmE/h

» Zadanie: wyznaczy¢ amplitude funkcji falowej A za pomoca
normalizacji gestosci prawdopodobienstwa:
L

J Y)Y (x)dx = f A?sin’kx dx = 1

0
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Przyktad: czastka w studni potencjatu o,

Czgstka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x wewnatrz studni

nieskonczenie duzego potencjatu V = 004 W = oo
Funkcja falowa to fala stojaca: ~

— P ’ E
Y(x) = Aisinkx 2
Funkcja falowa musi sie zerowac na
granicach studni, co narzuca wartosci k /\ E,
kL = nm, n=1,2,.. 0 L x
Kwantyzacja wektora falowego narzuca kwantyzacje energii:

h? 5 h% nm?

2m 2m L

Energia w studni potencjatu moze miec tylko okreSlone wartosci
Czastka nie moze mieC zerowej energii (zasada nieoznaczonosci)
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Kwantowy oscylator harmoniczny

» (Czgstka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x pod wptywem
parabolicznego potencjatu
> Rownanie Schroedingera (S to stata sprezystosci):

h? 04 Sx

2
) + oY) = EYpG) 0=

 2mox

> Rozwigzaniem tego rownania sg wielomiany Hermita,

P(x) = \/%/(%) e—mé"hxzyn( %x)

> ktdre tez narzucajg kwantyzacje energii:

1
En=ha)<n+§>

» Jest to (prawie) zgodne z postulatem Plancka!
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Kwantowy oscylator harmoniczny

» (Czgstka o energii £ porusza sie wzdtuz osi x pod wptywem
parabolicznego potencjatu. Jej energia jest skwantowana.

Ylx)
h"‘»-.._..--"’" fu3=%hm
x__f/jgz = Sho
/ £, =%hw
\'\{ — £o=7ho

Wawvefunction

» Potencjat Lenarda-Jonesa lub
potencjat Morse’a, opisujgce
oddziatywanie w wigzaniu chemicznym,
jest (dla matych energii) podobny do
potencjatu oscylatora harmonicznego.

Energy

r't.!
Internuclear Separation (r)
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Podsumowanie kwantowych efektéw 1D ‘

Zrédto: R. Eisberg, R. Resnick,
,Fizyka kwantowa”
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Podsumowanie ),

Rownanie Schroedingera jest odpowiednikiem réwnania ruchu
dla mechaniki kwantowej traktujgcej czastki jako fale materii

Jednowymiarowe stacjonarne réwnanie Schroedingera ttumaczy
Zjawiska kwantowe takie jak odbicie lub wnikanie czgstki w
obszar skoku potencjatu, tunelowanie przez bariere potencjatu,
kwantyzacje energii uwiezionej czgstki.

Do opisu atomu potrzebne jest 3D rownanie Schroedingera
Rownanie Schroedingera jest rownaniem nierelatywistycznym!

Poprawke relatywistyczng wprowadzit P. Dirac, co pozwolito na
wyjasnienie spinu, opracowanie statystyki fermiondw i bozondw,
przewidzenie antymaterii, zrozumienie nadprzewodnictwa...
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