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Wstep

W trakcie kazdego pomiaru uzyskujemy wyniki x, x,.. bedace tylko
wartoscig przyblizong rzeczywistej wartosci x,. Pomiar zawsze odbywa
si¢ z ograniczong doktadnoscig, wynikajagcg zarOwno z czynnosci
pomiarowych, jak 1 z wykonania samego przyrzadu pomiarowego. Wynik
pomiaru nigdy nie jest liczbg — to przedziat wartosci, w ktorym zawiera

si¢ wartoscC x,,.
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Mozemy okresli¢ przedziat wartosci, w ktorym si¢ najprawdopodobnie;j
miesci si¢ prawdziwa wartos¢ wielkosci mierzonej. Polowe szerokosci
tego przedziatu nazywamy niepewnoscig pomiarowg Ax. Przyjmujemy, ze
wartos¢ rzeczywista miesci si¢ z duzym prawdopodobienstwem

w przedziale miedzy: (x,~Ax) a (x,1TAx)

———

——
——
——
——

Xo— () = 3y + ()

x..—:j.x; -— Xy + Ay
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Niepewnosc¢ pomiarowa jest miarg precyzji pomiaru.

Na jej podstawie mozemy okresli¢, czy uzyskany wynik pomiaru wielkosci
jest zgodny ze wzorcem tej wielkosci lub czy wyniki dwoch pomiarow
tej samej wielkosci sg ze sobg zgodne.

Znaczenie stowa blgd to:

(1) ilosciowo - roznica (nieznana) mi¢dzy wartoscig zmierzong 1

prawdziwg: btad bezwzgledny Ax = x — x,
btad wzgledny 6 = i—x (moze by¢ wyrazony
0
w %)

(2) jakosciowo - uzywany jest w terminach takich jak:
» blgd przypadkowy,
> systematyczny
> gruby.
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Btedy grube mozna tatwo wykryC 1 usung¢, dla bledow systematycznych
stosuyjemy poprawki, a bfledy przypadkowe - podlegaja rozkladowi
Gaussa, wynikajg z wielu losowych przyczynkow, nie dajg si¢
wyeliminowac ale mozna je oszacowac (estymowac).

Podstawowa miarg doktadnosci pomiaru jest niepewnosc¢ standardowa,
u(x) czyli oszacowanie odchylenia standardowego.

Poniewaz w praktyce nie znamy wartosci rzeczywistych wielkosci
mierzonych, szacujemy niepewnosci pomiarowe wynikajace ze
statystycznych praw rozrzutu pomiarow.
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Typy oceny niepewnosci wg nowej Normy

Typ A
* ma zastosowanie do bledow przypadkowych
* wymaga odpowiednio duzej liczby powtdrzen pomiaru

* wykorzystuje statystyczng analize seri1 pomiarow

Typ B
* stosuje si¢, gdy statystyczna analiza nie jest mozliwa
* dla bledu systematycznego lub dla jednego wyniku pomiaru

* opiera si¢ na haukowym osadzie eksperymentatora
wykorzystujagcym informacje o pomiarze 1 zrodiach jego
niepewnoscl
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Typ A - seria pomiarow

Btad przypadkowy - gdy wystepuje statystyczny rozrzut wynikow
kolejnych pomiarow wokot wartosci sredniej x

Wyniki pomiaréw podlegaja pewnym prawidtowosciom, tzw.
rozkltadom typowym dla zmiennej losowe;.

W wigkszosci doswiadczen rozktad wynikow opisany jest funkcja:

D(x) =

1 oxp| — (x—x,)°
o2z T 20
Rozktad ten znany jest jako rozktad Gaussa lub rozktad normalny.

Xy jest wart()smq najbardziej prawdopodobnag n
1 moze by¢ nig wartos¢ srednia x in

n
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o to punkt przegiecia krzywej Gaussa, okresla rozrzut wynikow, a w zakresie + o
wokot wartosci sredniej miesci si¢ 68% wynikow pomiardw.

1.2 —_
z (x - )_6)2 i X wartnsc oczekivwana i
- — l | (estymator: srednia arytmetyczna) B
G ~u(x) = X sl i
n(n—1) 2 ] [
o _ L
E J - odchylenie standardowe L
=M g X-0 X+0 (estymator: odchylenie Srednie L
o E - L . P kvadratowe) B
2 t : . i7] g_ | prawdopodobiefistwo, Te niepewnosé
(G 0 WarlanCJ a) ] =z - pomiary Zawiera sie w tych granicach |
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% i
o
o 2 04 - -
()3 n 2 1 X-20, X+20 -
D(x & 1 i ! podwijne odchylenie standardowe |
a = | — — prawdopodohiefistwa = 95 5%
s 0z _ _ L
] =115 ! 1x-30, x+30 potrajne odchylenie standard. |
L b . — ~——— prawdopodobiefistwo = 99 7% -
o=5 7] fw praktyce: odch. maksymalne) [~
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0 . Z ] . X -wartosci otrzymywane jake wynik pomiaru
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Powtarzanie pomiarow jest korzystne bo:
- zmniejsza niepewnosc¢ spowodowang biedem przypadkowym
- umozliwia oszacowanie niepewnosci.

Ile pomiarow?

Dla poprawnego okreslenia ¢ — co najmniej 5+10 pomiarow
(doktadnos¢ rzedu 20+30%).

Np. dla ser11 9 pomiardow, niepewnosc¢ sredniej jest 3-krotnie mniejsza od
niepewnosci pojedynczego pomiaru.

Zbyt duza liczba pomiarow jest nieoplacalna, bo zwiekszenie
doktadnosci ze wzrostem 7 jest powolne.
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Przyklad 1 — niepewnos¢ pomiaru okresu drgan wahadia.

Wahadto matematyczne — zmierzono 9 razy czas 10 okresow:
12,77 12,83 1%9 12,80 12,78 12,79 12,77 12,80 12,78 [s]

Obliczone okresy drgan:
1,277 1,283 1,280 1,278 1,279 1,277 1,280 1,278 [s]

X(T;—Tp)?
T, = 1,277 +1,28Z e+ 1,278 _ 1.27933 [s] w(T,) = \/ n(n—f)

=0,00071 s

w(T,) = (1,277 — 1,27933)24(1,283 — 1,27933)2+..+(1,278 — 1,27933)?
8(8—1)
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Jak szacowac¢ niepewnos¢, gdy mamy kilka pomiarow a urzadzenie
ma okreslong doktadnosc¢?

Np: mierzymy kilkukrotnie grubos¢ probki srubg mikrometryczng -
doktadnos¢ sruby 0.01mm, obliczone odchylenie standardowe wynosi

0.02 — wowczas jako niepewnos¢ nalezy przyjac druga wartosc, ale:

gdy przy pomiarze np. suwmiarkya, jej doktadno$s¢ wynosi 0.1mm, a
odchylenie standardowe jest rowne 0.02 — to jako niepewnos¢

powinno si¢ przyjac pierwszg wartosc.

Z.asadgq jest, ze za niepewnos¢ przyjmujemy zawsze wicksza wartosc.
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Typ B — pojedynczy pomiar !

Gdy analiza statystyczna serii obserwacji jest niemozliwa —
dysponujemy pojedynczymi pomiarami, wOwczas opieramy si¢ na
naukowym osgdzie eksperymentatora 1 wykorzystujemy informacje o
pomiarze (poprzednie dane pomiarowe, wiedza o mierzonych
obiektach) oraz zrodtach niepewnosci (np. informacje o przyrzadach).

Niepewnos¢ maksymalna (graniczna)

Zakladamy, ze mozna okresli¢ przedziat wielkosci mierzonej, w
ktorym na pewno znajdzie si¢ wielkos¢ rzeczywista x. W zapisie

x*Ax Ax jest niepewnoscig maksymalng i nie postugujemy sie
rachunkiem prawdopodobienstwa.
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Najczescie] ocena typu B dotyczy okreslenia niepewnosci wynikajacej ze
skonczonej doktadnosci przyrzadow.

Proste przyrzady mechaniczne

Przyjmuje sie, ze ,,doktadnos¢” przyrzadu jest rOwna wartosci
najmniejszej dziatki skali.

u(x) ~dziatka elementarna

UWAGA!! Sruba mikrometryczna:

Mierzac grubos¢ krecimy wylacznie
sprzegietkiem — na koncu sruby !
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Sruba wskazuje:
4 mm oraz

0,5 mm oraz

0,43 mm
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Suwmiarka wskazuje:
5 mm oraz

Suwmiarka — pomiar grubosci/
srednicy zewnetrznej

lub

wewnetrznej

H

0,9 mm

Poprawny odczyt polega na
,,Zgraniu” gornej 1 dolnej
kreski
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Elektryczne mierniki analogowe
Niepewnos¢ - korzystamy z klasy przyrzqdu okreslajagce) wtasnosci miernika

__klasa miernika

Ax = - zakres
100

Zakres pomiarowy — najwicksza
wartos¢ jaka moze zmierzy¢ przyrzad
pomiarowy przy okreslonym
ustawieniu pokretta (klawisza,
przycisku,...)

Klasa przyrzadu doktadnos¢ z jaka
przyrzad pomiarowy przeksztatca
sygnal pomiarowy na wskazanie
odczytywane przez obserwatora.
Klasa przyrzadu jest podawana przez
producenta w procentach zakresu
pomiarowego.
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Elektryczne mierniki cyfrowe

Niepewnosc¢ jest zwykle podana w instrukcji, jako zalezna od
wielkosci mierzonej x 1 zakresu pomiarowego 7 :

Ax=C;-x+ C, - zakres

np. multimetr C,= 0.2%, C,= 0.1%

przy pomiarze oporu R= 10 k(2 na zakresie z = 20 k() da niepewnos¢
AR= 0.04 kQ, tj. rtownowartosC 4 dzialek elementarnych

Zaleca si¢ zamienia¢ niepewnosc¢ maksymalna na niepewnosc¢
standardowa:

u(x)=A—x

&
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Prawo przenoszenia (propagacji) niepewnosci

Wiele wielkosci fizycznych nie da si¢ zmierzy¢ pojedynczym przyrzadem,
lecz wyznacza si¢ metoda pomiaru posredniego.

Waznym zagadnieniem jest tez problem niepewnosci przypisywane]

wielkosci ztozonej (wyliczane) ze wzoru fizycznego) vy = f(x,X,,...X,)

gdzie x,...x,, sg wartosciami otrzymanymi z bezposrednich pomiarow 1 sa

obarczone niepewnosciami u(X,),...u(X,).

Niepewnos¢ standardowg wielkosci ztozonej y = 1(x,,X,,...X,,) obliczamy z
tzw. prawa przenoszenia niepewnosci jako sume geometryczng rozniczek
czastkowych:

2 D 2
0 %) 0
u.(y)= \/L;:l u(xl)} +{8—;;u(x2)} +...+{8—;u(xn)}

Funkcja jednej zmiennej:

u(y) = u(x)‘
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Przyklad 2 — obliczanie objetosci kuli

Zmierzono srednice D stalowej kulki suwmiarka, otrzymujac wartos¢
D = 2,45 mm z niepewnoscig (typu B) u(D) = 0,05 mm.
Objetosc kuli:

3—ED3

— =77 3
r ; mm

7 = 4
-3
Niepewnosc¢ objetosci kuli:

3,1416
. (2,45)? - 0,05 mm?

u(V) =+ (20%)u(D) = gDzu(D)

u(V) = 0,47 mm?
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Przyklad 3 — obliczanie niepewnosci rezystancji
wyznaczanej z prawa Ohma.

Gdy niepewnoscit maksymalne Ax, , Ax,, ... Ax, s3 matle w porOwnaniu z
wartoSciami zmiennych x.,x,, .. x, to bezwzglednga, niepewnos¢
maksymalna wielkosci y wyliczamy korzystajagc z prawa przenoszenia

niepewnosci:
o [[PR * 4R 1 :
uc(R) = ||z7u@ + [Z7ul)

Z pomiarow U 11 wyliczamy R = %

Niepewnos$¢ maksymalna oporu AR:

dzie o 1 LN
g sg _} ;:—% — u.(R) = J[Yu(U)] + [I—zu(l)]
Niepewnos¢ wzgledna to A?R
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2 2 2
Funkcja wielu zmiennych: u.(y)= \/Byu(xl)} {j—yu(xz)} +,,,J{§y u(xn)}

X

Przykilad 4 - obliczanie niepewnosci ¢ wyznaczonego z
pomiaru okresu drgan i dlugosci wahadla matematycznego.

W Przyktadzie 1 okreslono wartos¢ okresu drgan (7= 1279,33 ms) oraz
niepewnos¢ u(7T) = 0,00071 s.

Pomiar dlugosci przymiarem milimetrowym dat wynik L = 410 mm,

a u(L) oszacowano (typ B) na 1 mm.

L ATT?L
Z wzoru na okres wahadla T = 2m ; Wyznaczono g =—g
4-3,1416%-410mm mm m
g= =9890 —-=9,890 3
(1,27933 5)>2 52 s?
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Obliczanie niepewnosci zlozonej:

Niepewnosc¢ rozszerzona:

U(y) =k-u.,(y) wowczas gdy k =2 prawdopodobienstwo, ze
wynik znajduje si¢ w przedziale y # U(y)
wynosi 95 %.

m
U(g) =2-u.(g) =0,056— }
S = ?

Gexp — Geap = 9,89 — 9,811 [3|=0,079 5|
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Zapis niepewnosci pomiaru

Niepewnos¢ zapisujemy z doktadnoscig dwu cyfr znaczacych. Przy
zaokraglaniu do dwu cyfr znaczacych niepewnos¢ graniczna
spowodowana zaokraglaniem wynosi od 5% do 0,5% (odpowiednio, dla
cyfr 10 1 99). Taka doktadnos$¢ wystarcza, gdyz ocena niepewnosci jest
bardziej niedoktadna.

Wartos¢ mierzong zaokraglamy do tego samego miejsca, co niepewnosc.
Jezeli ostatnig cyfrg wyniku jest zero, nalezy ja pozostawic, jako cyfre
ZNnaczacy.

— zapis stowny: przyspieszenie ziemskie wynosi

9,890 m/s? z niepewnoscig rozszerzong 0,056 m/s?
— zapis przy uzyciu symboli: g = 9,890 m/s?; U(g) = 0, 056 m/s?
— zapis skrocony: g =9890 + 0,056 m/s>
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Graficzne przedstawianie wynikow
pomiarow

Wykonywane w fizyce wykresy przedstawiajg zaleznosci funkcyjne 2 lub
wiece] zmiennych. W wykresach przedstawiajagcych wyniki pomiarow
zaznaczamy punkty doswiadczalne oraz interpretujacag przebieg zjawiska
krzywa ciggla.

Poprawny wykres musi posiadac:

» uklad os1 z opisem, skalg, jednostkami;

* punkty doswiadczalne — czytelne symbole wraz ewentualnym
zaznaczeniem niepewnosci pomiarowych

» krzywa gladka (najlepiej pasujaca do punktow i1 zgodng z teorig!)

e opis okreslajacy jednoznacznie co to za wykres
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W fizyce najczescie] mamy do czynienia z zaleznoSciami:
- liniowymi typu y =ax + b.
- wykladniczymi typu y = Ce®* ktore ,,prostuja si¢”
w uktadzie potlogarytmicznym /n(y) = f(x),
- potegowymi y = Cx® ktore sa liniowe w uktadzie logarytmicznym In(y) =

f(Inx),

Zaleznosd napiecia od nateienia Zaleanosé liczby zliczen od grubosdi absorbentu Zaleznos¢ logarytmu naturalnego liczby zliczen od grubosci absorbentu
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Metoda najmniejszych kwadratow - regresja liniowa

Czesto zachodzi potrzeba poprowadzenia prostej y = ax + b jako najlepie;
dopasowanej do zbioru punktow (x4, y1, X2, V2,..., Xn, Yn). Parametry prostej
muszg by¢ tak dobrane, aby suma r6znic wartosci eksperymentalnych y; 1
obliczonych ax; + b bylta jak najmniejsza:

n 2
S* =X [y, —(ax;, +b)] =min

Aby znalez¢ a oraz b korzystamy z warunku istnienia minimum funkcji 2

miennych:
ZIIeHiye os* 88 _,

oa ob

otrzymamy 2 rownania liniowe, ktore maja rozwigzania:
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ny Xy, —2.X;2.V;
W

2
b ZXi 2V ;VZx,-Zx,-yi gdzie W=nyx’—(Xx)

a =

Z praw statystyki mozna wyprowadzi¢ wyrazenia na odchylenia standardowe
obu parametrow proste;:

Y60

2 ] f(x)=ax+b ,/
S _ _
(@) = / 0|  a3.23,b-208
n [—
b) = ]/ "
u(b) =u(a) 620 P

2

1
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Przyklad 5 - zastosowanie regresji liniowej do prawa Hooke’a

Mierzona jest dlugos¢ sprezyny x,

ktora jest stopniowo coraz bardziej : 11-0
B X|mj |
obcigzana. N
Na os1 Y wykresu podaje si¢ : x =445 -k + 0,467

06 |

wielkosci obarczone niepewnosciami
. . r 7 04 |
1 dlatego wykres przedstawia dtugosc

1 x=F/k+x
3 oo . ° . . 0
sprezyny w funkcji obciazenia czyll  °2y 4u=a=4.45:0.15,x =b=0.467:0.08
x(F) a nie odwrotnie. 00 | | |
0.00 0.1:.)5 0.:10 0.’Il5 0.20

Wspotczynnik kierunkowy proste;j
odpowiada odwrotnosci wspotczyn-
nika sprezystosci, a wyraz wolny b
oznacza dtugos¢ poczatkowa
sprezyny bez obcigzenia.

FIN]
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UWAGA!! Model matematyczny dopasowania musi odpowiadac
modelow1 fizycznemu.

40

Przyktadem moze by¢ prawo Ohma: o] yeax czyll U=IR

| a=R=2.0 0.2 [kQ]
U=1"R

20 |

czyli dopasowanie musi by¢ opisane funkcja:

0 2 4 6 8 10 12 14 16

y=a-'x aniey=a-'x+b -b=0/ _—

U

konieczna jest regresja liniowa jednoparametrowa
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Regresja liniowa jednoparametrowa -

23 23
0,000714 0,000714

2
B g -

a 0,0007 0,00075

00008 000085 O,

2> xy,+2a> x2 =0 —

Formatowanie linii trendu =

Opgdje linii trendu ¥
SH G ol
4 Opdje linii trendu
I_ ) Wyldadnicza
I_ (® Liniowa
I_ ) Logarytmiczna
L () Wielomianowa  Stopiefi 2
|_ ) Pategowa
L () Srednia ruchoma  Okres

Mazwa linii trendu

(® Automatyczna Liniowa (Wyrkes A w funkdji 1/F)
() Niestandardowa
Prognoza
Do przodu | 0,0 ‘ okresy
Dotylu | 0,0 ‘ akresy
[v] Ustaw przeciecie |
[ ] Wil réwnanie na wykresie

] Wyswiet! Wertosci R-kwadrat na wykresie

o ZX . 1 i[(axi_yi)z]

=l
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Zasady rysowania wykresow

Czy ten wykres jest narysowany zgodnie z
zasadami?

180-
170-
160
150-
140-
130-
120-
e
100-
90
80
701
60 L4 | » ) L] L] ) L] ¥ ) b | ¥ ) b ) x
0 40 80 120 160 200 240 280 320
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2. Trzeba
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4. Wlasciwie opisac osie wspolrzednych 1 dobraé
skalg, tak aby latwo mozna bylo odczytaé
wartosci zmierzone.
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S. Nie 1laczy¢ punktow eksperymentalnych linia
lamang!!! Jesli znany jest przebieg teoretyczny to
dokona¢ dopasowania teorii do doswiadczenia
(przeprowadzic fitowanie)
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6. Zadba¢ o aspekt estetyczny wykresu (opis,
zamknigcie ramka, itp.)
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Wykres 1
180 Rezystywnosc p probki Bi w funkcji temperatury T

= dane eksperymentalne
150} dopasowanie
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