ZMIENNA LOSOWA

Definicja 1
Niech Q bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych.

Zmienna losowa nazywamy dowolng funkcje liczbowg okreslong na

przestrzeni zdarzen elementarnych:
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Uwaga

Zmienne losowe oznaczamy duzymi literami np. X, Y, Z, natomiast ich wartosci oznaczamy literami matymi,
np. X, vy, z



Przyklady zmiennych losowych:

X = liczba wyrzuconych oczek na kostce szescienne;.

Y = ,liczba 0s0b, ktore wsigda na najblizszym przystanku do autobusu, ktérym
wlasnie jedziemy”

7 =, liczba mieszkancow Polski za 10 lat”

ale tez:

X =,,potozenie elektronu w studni potencjatu”

Y = ,,czas jaki pozostal do najblizszej awarii mojego komputera”

Z = ,czas migdzy przyjSciem turysty pod Wawel a zionigciem ogniem przez
Smoka

W = | czas migdzy zapaleniem papierosa a nadjechaniem busa” itp.



Definicja 2
Zmienna losowa jest typu skokowego (zmienna dyskretna), gdy jej zbior

wartosci jest skonczony lub przeliczalny.

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej
Zatézmy, ze zbidr wartosci zmiennej losowej X jest skonczony i liczy n elementow:

Jezeli przez p; oznaczymy prawdopodobienstwo, ze zmienna X przyjmie warto$¢ x;, tzn.
p; =prob(X =x;),dlai =1, ...,n
to mozemy zdefiniowa¢ funkcje rozktadu prawdopodobienstwa:
P:x; = py,
ktéra kazdej wartosci zmiennej losowej X przyporzadkowuje prawdopodobienstwo jej
przyjecia.
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Z definicji prawdopodobienstwa jest oczywiste, ze:

M =
=
Il
—

h
I
H



Inny przyktad rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretne;:

X = liczba wyrzuconych oczek na kostce szescienne;.

Na podstawie znajomo$ci prawdopodobienstw wystapienia poszczegodlnych
zdarzen elementarnych mozemy okresli¢c prawdopodobienstwa przyjecia przez
zmienng losowa X poszczegdlnych wartosci ze zbioru {1,...,6}.

W tym przypadku prawdopodobienstwa sg takie same i wynosza é tzn.
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Vx €{1,2,...6} P(X = x) =
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Skokowa zmienna losowa moze przyjmowac¢ nieskonczong, ale przeliczalng
lo$¢ wartosci.

Przyktadowo, jakie jest prawdopodobienstwo, ze ,,szostka” pokaze si¢ po raz
pierwszy po k rzutach kostka.

Czyli zdarzenia typu: ,, pierwsza szdstka wypadnie w pierwszym rzucie”, ,,
pierwsza szostka wypadnie w drugim rzucie”, ..., ,,pierwsza szostka wypadnie w
n-tym rzucie”, ... itd. Gdzie teoretycznie n moze by¢ nieskonczenie wielkie.
Prawdopodobienstwo, ze pierwsza szdstka wypadnie w k-tym rzucie jest rowne,

zgodnie ze schematem Bernoulliego:

5
P("pierwsza "6" wypadnie w k — tym rzucie") = (E) o
5 k_l . . .
przy czym (g) oznacza, ze w pierwszych k-1 rzutach moga si¢ pojawic

dowolne wyniki rézne od ,,6” natomiast w Kk-tym rzucie musi pojawié si¢

I4 J4 * LA . . % 1
,,szostka”, ktérej prawdopodobienstwo wyrzucenia jest rowne .

1

0.8

0.6

0.4

0.2

ojurlmlrlrwﬁﬁ-wwwwwwwwwww

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43




Dyskretny rozklad Poissona

Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A>0 jezeli

Ak
P(X =k) = Fe—ﬂ dlak=0,1,..

Jest to prawdopodobienstwo szeregu Kk wydarzen majacych miejsce w
okreslonym czasie, gdy te wydarzenia wystepuja ze znang Srednig
czestotliwoscig A 1 w sposob niezalezny od czasu, jaki uptynal od ostatniego
zaj$cia takiego zdarzenia.

Przyktady rozktadu Poissona dla A=1, 5, 10:

0.45

0.4

0.35 O-*‘

0.3

0.25

0.1

0.05







Definicja 3
Zmienna losowa jest typu ciaglego, gdy jej zbidr wartosci jest przedzialem lub

sumg przedziatow.

Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej:
X jest zmienng losowa ciagla, jezeli istnieje funkcja f(X) taka, ze

b
Va,b e RP(X € (a,b]) = f f(x)dx.

P(a<X<=b)

Z definicji prawdopodobienstwa wynika, ze:

e [ jest nieujemna

o [T f)dx=1



Przyktad gestosci prawdopodobienstwa ciagglej zmiennej losowe;:

Smok wawelski, a w zasadzie jego pomnik stojacy nad Wista, obecnie zieje ogniem co 10
minut. Mozemy si¢ wigc zastanowi¢ nad problemem turysty przybywajacego pod Wawel o
dowolnej godzinie i czekajgcego az pojawi si¢ ogien. Jak dlugo bedzie musiat czekac?
Turysta nie wie, o ktorej godzinie smok zieje ogniem. Wie tylko, ze odbywa si¢ to co 10
minut. Zatem czas oczekiwania na zioni¢cie zawiera si¢ w przedziale od 0 do 10 minut:

Q = {w = "smok bedzie ziongf po czasie x" : x € [0,10]}.

Zmienna losowa zdefiniowana jest wtedy nastgpujgco:
X:Q3 ww- X(w) = "czas oczekiwania na zioniecie smoka" € R.

Gestos¢ prawdopodobienstwa musi by¢ rowna zero dla x<0 (zanim turysta poszedtl) i1 dla
x>10 (jak zobaczy smoka ziejacego ogniem, to pdjdzie). Poniewaz turysta nie wie, kiedy
smok zieje, kazdy czas oczekiwania jest ,,roOwnie prawdopodobny”. Oznacza to, ze dla
kazdego x z przedziatlu [0,10] funkcja gestosci przyjmuje takie same wartosci:

Vx € [0,10] f(x) = c.
Wiemy jednak, ze f_z:f(x)dx =1, a poniewaz funkcja f zeruje si¢ poza
przedziatem [0,10] to:
10 10 B L1
1= fﬁ f(x)dx = fo ¢ dx = 10c. Oznacza to, ze ¢ = 5
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Majac gestos¢ prawdopodobienstwa mozna wyliczy¢ np. prawdopodobienstwo, ze czas
oczekiwania na pojawienie si¢ ognia bedzie w przedziale od 2 do 5 minut:
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P(X € [2.5]) :f £()dx :f ! ;
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Rozklad normalny

Rozktad normalny jest najwazniejszym rozktadem wystepujacym w statystyce.

Definicja:
Zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach p 1o,
gdy jej gestos¢ prawdopodobienstwa jest dana wzorem

) 1 _(x=w?
x) = e 202
/ oV 21

Przyktady rozktadu normalnego o r6znych parametrach wartosci oczekiwane;j i
szerokosci.
Rozktad w kolorze czerwonym to tzw. standardowy rozktad normalny.
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Dystrybuanta

Rozktad zmiennej losowej mozna scharakteryzowac réwniez za pomoca dystrybuanty.

Definicja:

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy funkcje F: IR — [0,1],
taka, ze

F(x) = P(X < x).

Uwaga
Dystrybuanta zmiennej losowej jest funkcja, ktéora kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje
prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie wartosci nie wigksze niz x.
W przypadku, gdy X jest zmienng losowa skokowa o warto$ciach x1, Xo, ... i prawdopodobienstwach p1, pz, ...
oznacza to, ze warto§¢ dystrybuanty w punkcie x jest rowna sumie prawdopodobienstw p; przyjecia przez
zmienng X warto$ci X; nie wigkszych niz x
F) =PX<0) =Y p,

1%
Jezeli natomiast X jest zmienng losowa ciggly o gestosci f to prawdopodobienstwo jest definiowane jako
odpowiednia catka, zati_m tez i warto$¢ dystrybuanty bedzie tak zdefiniowana:

F(x) = P(X < x) = J f(O)at.



Dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej

X = liczba wyrzuconych oczek na kostce sze$cienne;.
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Dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowe;j jest funkcjg lewostronnie ciagla:
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X = po ktérym razie wypadnie pierwsza szostka

pr=0=()" Ldak=12.,

Wtedy dystrybuanta
0, x=1
1
z x €[1,2)
1 1 _5
3 +E 5 x €[23)
1 5 /5’
F{x)=*g-(1+g+ E) ) x €[3.4)
1_@ . x€[mn+1)
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Dystrybuanta cigglej zmiennej losowe;:

Fx) = P(X < x) = J f(O)at.

Natomiast pochodna dystrybuanty F(x) daje z powrotem rozktad
prawdopodobienstwa f(x).



Czekanie na Smoka — ciggta zmienna losowa:
0 dlaxe€ (—e=0)
1

fl)= [ﬁ dla x € [0,10]
0 dlaxe€ (0, +x).

Dystrybuanta dla przedziatu [0,10]:

1

F(x) = P(X <x) = Jf[t)dt=J% dt=Etx 1
“w D

= X.
o 10

Pelna dystrybuanta:

0 dlax€(—=x0)

1

F xX)= PR
(x) [mx dla x € [0,10]

1  dlaxe (0,+x).
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Dystrybuanta rozktadu normalnego:

T
10 T T

H=D, 0?=02 =—— ]
H=0, 0°=1.0,— 1
08 1=0, 07=50,—— |
H=-2, 6?=05,— -

— 05
= 1
s 4

Flx)= | e _&T_:ﬁﬁdt = (1 + erf(x/\/2))/2

—0og




CHARAKTERYSTYKI ZMIENNYCH LOSOWYCH

1. Wartos¢ oczekiwana

Warto$¢ oczekiwana opisuje Srednig wartoS¢ przyjmowang przez zmienng
losowa.

Definicja

Niech X bedzie dowolng zmienng losowa o skoficzonym zbiorze wartosci, np.
X1, X2, ..., Xn 1 prawdopodobienstwami p; = P(X = x;) dlai=1, ..., n.

Warto$¢ oczekiwana skokowej zmiennej losowej X jest rowna:

n
EX = in ' D
i=1
Definicja

Niech X bedzie dowolng zmienng losow3a ciaggta o gestosci f.

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X jest rowna:
+o0

EX = f x - f(x)dx

Uwaga
Istnieja zmienne losowe, ktore nie posiadaja wartosci oczekiwanej, gdy suma szeregu (catka) w definicji
warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej skokowej (ciaglej) nie jest bezwzglednie zbiezna.



Przyklad-promocja chipsow

Producent oglasza, ze w co dziesiatej paczce chipséw znajduje si¢ banknot o nominale 100 zlotych. Niech
warto$ciami rozwazanej przez nas zmiennej losowej Z bedzie liczba paczek, ktore trzeba kolejno kupi¢ i zjesé,
aby w koncu znalez¢ jeden (pierwszy) banknot.

Jej rozktad jest nastepujacy:
1

a2 (0)

gdzie k oznacza numer pierwszej kupionej paczki, w ktdrej pojawia si¢ wygrana.
Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Z jest rowna:

2= n=Ykd (%) ()
=25 =2k “nlkln)
i=1 k=1 - =1
Aby obliczyé sume XiZ k- (1—1) rozwazmy szereg potegowy g(x)=YiZ k-x¥"1 ktérego promien

zbiezno$ci R jest rowny 1. Oznacza to, ze dla x € (—1,1) szereg ten jest bezwzglednie zbiezny. Mozemy wiec
dla x z tego przedzm%u stosowac tw1erdzenle o catkowaniu szeregu potqgowego
+co

fg(x)dx—f( k- x* 1)dx— fk xR 1dx) ;(k-%-x“)=;x“=1ix.

Przy czym ostatnie rownos$¢ wynika z zastosowama WZOory na sume szeregu geometrycznego.
Z tego wynika, ze
o l—x+x 1

=)~ ~ T

s . g .
W szczegolnoscei, podstawiajagc x = o otrzymujemy:

1 f‘* (9)""1_1 1 .
“w 2N W cweet
- (1-15)

Wynik ten oznacza, ze aby zdoby¢ jeden promocyjny banknot przecigtny uczestnik promocji musi kupi¢ 10
paczek chipsow.




Wilasnosci wartosci oczekiwanej:

e E(c)=cC

e X —zmienna losowa o wartosci oczekiwanej EX, a € R, to
E(a-X)=a-EX

e X —zmienna losowa o wartosci oczekiwanej EX, be R, to
E(X+b)=b+EX

e X, Y —zmienne losowe, to
E(X +Y)=EX +EY.

Uwaga

Zaprezentowane powyzej wlasnosci wartosci oczekiwanej oznaczaja, ze jest ona liniowa i mozna je zapisaé
nastepujaco. Jezeli a, b, c € R oraz X i Y sg zmiennymi losowymi, to wowczas

E(aX+bY +c)=aEX+ bEY +c.

W szczegolnoscei oznacza to, ze jezeli X 1Y sg dowolnymi zmiennymi losowymi, to:
E(X—Y)=EX—EY,
czyli warto$¢ oczekiwana roznicy zmiennych losowych jest rowna réznicy ich wartosci oczekiwanych.

Twierdzenie
Jezeli X 1Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, to
E(X-Y)=EX-EY.

Oznacza to, ze wartos¢ oczekiwana iloczynu niezaleznych zmiennych losowych jest rowna
iloczynowi wartosci oczekiwanych tych zmiennych.



Definicja

Momentem rzedu k (k=1,2,...) zmiennej losowej X nazywamy
wyrazenie

m, = E(X%).

Uwaga

Korzystajac z definicji wartosci oczekiwanej moment rzedu k zmiennej losowe;j

X mozemy obliczy¢ ze wzoru

x;*p; gdy X jest zmienng losowa skokow3a
my = E(X) ={ i
f x*f(x)dx gdy X jest ciagla zmienna losowa



2. Wariancja

Wariancja zmiennej losowej (drugi moment centralny) jest rowna wartosci
oczekiwanej kwadratu odchylenia zmiennej losowej od jej wartosci $redniej,
tzn. jezeli X jest zmienng losowa o skonczonej wartos$ci oczekiwanej E, to
jej wariancja jest rGwna

D?X = E(X —EX)’

Oznacza to, ze wariancja mierzy Sredni kwadrat odchylenia wartosci zmiennej losowej od
jej wartosci oczekiwanej. Dzigki temu uzyskujemy informacje o rozrzucie wartosci
zmiennej losowej wokol jej wartosci oczekiwanej. W praktyce uzywa sie pierwiastka z
wariancji

Definicja
Niech X bedzie dowolng zmienng losowag skokowg o wartosciach x; |
prawdopodoblenstwach p;. Wariancja zmiennej losowej X jest rowna:

D2x = Z(x ~EX)?p,
Deflnlqa

Niech X bedzie dowolng zmienng losowg ciagla o gestosci f(X).
Wariancja oczekiwana zmiennej losowej X jest rowna:
+o0

D?’X = f (x —EX)?- f(x)dx



3. Skosnos¢

Trzeci moment centralny jest réwny wartosci oczekiwanej sze$cianu
odchylenia zmiennej losowej od jej wartosci Sredniej

D°X = E(X —EX )’
Skosnos¢ czyli trzeci moment centralny podzielony przez odchylenie standardowe do

szescianu jest miarg niesymetrycznosci rozktadu, np. ujemna wartos¢ oznacza rozktad ,,0
grubym ogonie” z lewej strony.



4. Kurtoza

Kurtoza to czwarty moment centralny znormalizowany przez kwadrat
wariancji,
Czwarty moment centralny:

D*X = E(X —EX)'

Kurtoza jest miarg skupienia rozktadu (szybkiego zanikania ,,ogonow”).
Kurtoza rozkladu normalnego = 3, mniejsza kurtoza oznacza ,,grubsze ogony”.



