STATYSTYKA

W rachunku prawdopodobienstwa moéwigc o rozktadzie zmiennej losowe;j
zaktada sig¢, ze jest on znany i na tej podstawie wyznacza si¢
prawdopodobienstwa roznych zdarzen natomiast w statystyce obserwujac
wyniki do§wiadczen losowych (czyli tzw. Realizacji zmiennej losowej) nalezy
wyciagna¢ wnioski o rozkladzie zmiennej losowe;.

Zatozmy ze mamy zmienng losowa X, ktora jest okreslona na przestrzeni
zdarzen elementarnych £, nazywanej czesto w statystyce populacja. Zmienna
losowa X jest natomiast interpretowana jako pewna cecha tej populacji, np.
wzrost, waga, zarobki, preferencje wyborcze, parametry elektryczne
produkowanych elementow itp.

Aby okresli¢ rozktad cechy X najlepiej bytoby zbadac¢ catg populacje. Jednak
czesto zadanie takie jest niewykonalne lub zbyt kosztowne. Zamiast tego
dokonuje si¢ pomiaru dla pewnej, losowo wybranej czesci tej populacji
(oznaczmy jg przez xy, ..., X, ). CzeS¢ ta jest tak wybrana, aby otrzymacd
reprezentatywng probe potencjalnych wartosci zmiennej losowej X.

Wynik takiego badania proby tez jest zmienng losowa, rozkladzie takim samym
jak zmienna X opisujgca calg populacjg.



ESTYMATORY ZMIENNYCH LOSOWYCH

Definicja

Przez statystyke T, =T,(X;,...,X,) bedziemy rozumieli zmienng
losowa bedaca funkcja proby losowej prostej X3, ..., X,,.

Statystyke stuzacg do oszacowania nieznanego parametru & cechy X
w populacji nazywamy estymatorem.

Pozadane wlasnosci estymatorow:

e nieobciazony
e zgodny
o efektywny



Definicja
Estymator T,, parametru @ jest nieobcigzony, gdy jego wartos¢
oczekiwana:

E(T,) = 0.

W przeciwnym przypadku obcigzenie estymatora (ang.: bias) wynosi

b(Tn) = E(T'.'l) — 0.

Estymator moze by¢ asymptotycznie nieobcigzony, gdy

lim b(T,) = 0.

n— 00



Definicja
Estymator T, parametru & jest zgodny, jezeli ciag {T,,} jest
stochastycznie zbiezny do 8, tzn. dla kazdego £ > 0

lim P(|T, -6 &) =0.
nN—oo
Oznacza to, ze w dostatecznie duzej probie ryzyko popelnienia duzego biedu
estymacji jest niewielkie.

Estymator zgodny jest tez asymptotycznie nieobcigzony.



Definicja

Jezeli dany jest zbior wszystkich nieobcigzonych estymatorow
Tl T2, .. Tk parametru @,

to estymator T,, nazywamy estymatorem efektywnym,

jezeli ma w tym zbiorze najmniejszg wariancje, tzn.

D?(T%) < D*(T;) dla kazdego i=1 ..k.

Innymi stowy, najlepszy estymator to taki, ktory ma najmniejsza wariancje.
Wariancja estymatora zawsze jest wigksza od zera - nier6wnos$¢ Rao-Cramera:

1
Ty

D*(T,)=E(T,,—8)*=



METODY UZYSKIWANIA ESTYMATOROW

Metoda momentow
Zatozmy, ze cecha X elementéw populacji generalnej ma rozktad normalny
N(m, o).
Estymatorem wartosci oczekiwanej m jest Srednia arytmetyczna
_ 1
X =— Z X i
n' -
1=1
Jest to estymator nieobcigzony, zgodny 1 efektywny.
Srednia arytmetyczna tez ma rozktad normalny, ale o parametrach
o
N (m, —)
Vn

Im wigksze n, tym wigksze prawdopodobienstwo ze srednia arytmetyczna
przyjmie warto$¢ bliska ,,prawdziwej” wartosci m.



Estymatorem wariancji ¢° jest wariancja z proby:

§% = 1Zn“(xi - X)

NS4
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ktora ma rozktad y?2.

Niestety, jest to estymator obciazony (aczkolwiek asymptotycznie
nieobcigzony)

Nieobcigzony estymator wariancji ma postac

n 2

ST
S = 8= ;(x. X)

W przypadku $redniej arytmetycznej niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie normalnym z nieznanym odchyleniem standardowym mozna
skorzystac ze statystyki

_}?—m

5 Vn—1

ktora ma rozktad t-Studenta 0 n — 1 stopniach swobody.
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METODY UZYSKIWANIA ESTYMATOROW

Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Metoda najwickszej wiarogodnosci jest najbardziej uniwersalng metodg
estymacji punktowej 1 jej estymatory asymptotycznie najlepsze wlasnos$ci.

Funkcjg wiarogodnosci nazywamy funkcje postaci:

Ly, %0 6) = f(3;0) - .- fxa; 0) = | | Fxi50)
i=1

gdzie zmienna losowa X ma rozklad prawdopodobienstwa f, xy, ..., x,, to dane
empiryczne, a @ jest szukanym parametrem (lub wektorem parametrow).

Estymacja parametru 8 polega na znalezieniu
maksimum funkcji wiarogodnosci.

W praktyce liczy si¢ maksimum logarytmu funkcji wiarogodnos$ci: tatwiej jest
policzy¢ pochodne sumy niz iloczynu.



Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Przyktad: za pomocg metody najwiekszej wiarogodnosci ustali¢ estymator
warto$ci oczekiwanej dla rozktadu normalnego N(m, o)

Funkcja wiarogodno$ci ma w tym przypadku postac

_(x-m)°*
—e 2% wigc jej logarytm to

(x; —m)?
\IZ:rm'z) 202 ]

2 ==
L(m,0°, x4, ..., X,,) = 157 n

= ——ln(‘ln’a’z) —%Z(x —m)?=

i=1

I(m,6%) = InL(m,6?) —Z [ln

= —Eln('z:’r)—iln(aj) —FZ[A:,- —m)2.
Pochodne czqstkowe

ai[m rrz) Zz(x -m) (1) =— Z(x

al(m, o? ) 2
307 __FJrz:ﬁZ(x —m)”

Przyréwnujemy do zera 1 wyliczamy m, o - dokonczy¢ zadanie!



Twierdzenie (prawo wielkich liczb Bernoulliego)
Niech {X,} (n = 1,2, ....) bedzie ciagiem zmiennych losowych przyjmujacych

warto$ci
1 2 n—1
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z prawdopodobienstwem
k LLAP™ n—k
P(X.=—) = ()p-a -
dlapewnego0 <p <1ik =0,1,..,n.
Woéwecezas cigg zmiennych losowych {X,,} jest stochastycznie zbiezny do p, tzn.

dla dowolnego £ > 0 jest
lim P(|X,, —p| > &) =0.
n—oo



Twierdzenie to oznacza, ze w schemacie Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu p wraz ze wzrostem liczby prob maleje do zera prawdopodobienstwo,
ze czgsto$¢ sukcesow bedzie znaczgco roznita si¢ od p. Innymi stowy: wzrasta
do 1 prawdopodobienstwo, ze czestos¢ sukcesow bedzie bliska p. Nalezy
zauwazy¢, ze tempo zmierzania do 0 zalezy zarowno od p jak i od &:
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