PRZEDZIALY UFNOSCI

Warto$cig estymatora punktowego jest jedna liczba, zalezna od badanej proby.
Znajac warto$¢ estymatora punktowego, nie mamy informacji o tym jaki btad
popetniamy przyblizajac za jego pomoca prawdziwg warto$¢ szacowanego
parametru.

Zamiast oblicza¢ pojedyncza warto$¢, mozna, na podstawie znajomosci wartosci
estymatora 1 jego rozktadu, skonstruowac przedziat, w ktérym z duzym, zadanym
wczesniej, prawdopodobienstwem znajduje si¢ nieznana wartos¢ szacowanego
parametru rozktadu.

Jest to tzw. przedziat ufnosci.

Niech cecha X ma w populacji generalnej rozklad z nieznanym parametrem 6.
Zat6zmy, ze na podstawie proby losowej (X4, ..., X,,) pochodzacej z tej populacji
mozemy wyznaczy¢ dwie funkcje ¢ 1 6 takie, ze dla kazdego (X3,...,Xn) jest 8 <
0 1idla, z géry przyjetego, prawdopodobienstwa 1-« zachodzi:

P@<0<bO)=1-«



Przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej w populacji normalnej ze
znanym odchyleniem standardowym

Niech zmienna X ma w populacji rozktad N(m, o), gdzie warto$¢ oczekiwana m
jest nieznana, natomiast znane jest odchylenie standardowe o. Opierajac si¢ na
probie losowej X4, ..., X, pobranej z populacji szukamy przedziatu ufnosci dla m
przyjmujac wspotczynnik ufnosci 1 — a.

Estymatorem parametru m uzyskanym metoda najwigkszej wiarogodnosci jest
$rednia arytmetyczna X majaca rozktad N(m, \%).

Wowczas znormalizowana zmienna losowa U = X_Tm v/n ma rozklad N(0, 1).
Niech u, bedzie takg wartoscig by P(|U| = u,) = a

Woéweczas otrzymujemy:

P(-u, <U<u, )=1-a

o . o e . . )? - m . J4 rr
Podstawiajac w miejsce U wyrazenie -/n otrzymujemy rdéwno$¢:

P(—ua < X
o)

Po przeksztatceniu uzyskujemy:

mxm<uaj=

P(X —Uu, 9 <m<X X +U, jzl—a
“In “In
Oznacza to, ze z prawdopodobienstwem 1 — a nieznana warto$¢ oczekiwana m
znajduje si¢ w przedziale
(X~ e = X + 2=
— u — , u —
a ﬁ 14 ﬁ
A doktadniej, z prawdopodobienstwem 1 — a wyznaczony przedzial ufnosci
zawiera w sobie szacowang warto$¢ oczekiwanag.
Srodkiem przedzialu utnosci jest srednia arytmetyczna, a jego szerokos$¢ rowna
o
Vn
zalezy od wspotczynnika ufnosci (u,), rozktadu zmiennej X (o) i liczebnosci
proby n.

2u,



Przyktad: 1 — a = 0.95
1

=1.96 I +1.96

Do napetnienia dwukilowych puszek farbq olejng uzywa si¢ automatu dozujgcego. Z doswiadczenia wynika, ze
rozktad dozowanych ilosci farby jest normalny z odchyleniem standardowym o wynoszqcym 1,1 dag. Po
ustawieniu automatu dokonano 9 losowych pomiaréw wagi zawartosci puszek i otrzymano wyniki (w dag)

200,8; 199,0; 198,6; 197,8 200,2; 199,8; 200.5; 197.5: 198.8

Opierajqc sig na powyzszych danych wyznaczymy przedzial ufnosci dla nieznanej sredniej wagi farby dozowanej
przez automat, przyjmujgc 1— ot = 0,95.

-1
Na podstawie proby obliczmy $rednig X = 5(200,8 +199,0+...+198,8) = 199,2

Dla & = 0,05 odczytujemy z tablic standardowego rozktadu normalnego U, o = 1,96 . Podstawiajac te liczby
do wzoru na przedziat ufno$ci otrzymujemy

199,2 -1,96£ <m <199,2 +1,96£

A9 /9
czyli
P(198,5<m<199,9) =1-«

Nieznana $rednia waga m z prawdopodobienstwem 95% lezy gdzie$ w przedziale (198,5; 199,9).



Przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej w populacji normalnej z
nieznanym odchyleniem standardowym

Niech zmienna X ma w populacji rozktad N (m, o), gdzie zarowno warto$¢
oczekiwana m jak i odchylenie standardowe o sg nieznane.

Nalezy skorzysta¢ ze statystyki £ = )%\/ﬁ, ktora ma rozktad t-Studenta o n —

1 stopniach swobody, szukamy przedziatu dla ktorego:

P(-t,,,<t<t, ,)=1-«

a,n—-1

Po podstawieniu statystyki t 1 przeksztalceniu otrzymujemy

_ S _ S
P(X_ta,n_l\/_ﬁ<m <X+ta,n_1ﬁ) = 1_0!
gdzie S jest nicobcigzonym estymatorem odchylenia standardowego obliczonym
na podstawie proby, m jest wartoscig oczekiwang ktora z prawdopodobienstwem

1-a zawiera si¢ w powyzszym przedziale ufnosci.



Przyktad

Na 16 poletkach doswiadczalnych zasadzono nowg odmiang ziemniakow w celu oceny jej wydajnosci. W rezultacie
otrzymano nastgpujgce charakterystyki plonow z ha z tej proby:

X =264q,s=15q.
Na podstawie uzyskanych wynikow wyznaczymy przedzial ufnosci dla nieznanego sredniego plonu z ha nowej
odmiany ziemniakow, przyjmujqc wspolczynnik ufnosci 0,90.

Doswiadczenie wskazuje na to, ze rozktad plonéw z ha w naturalnych warunkach jest w przyblizeniu normalny.
Poniewaz w interesujacym nas rozktadzie odchylenie standardowe jest nieznane, przedziat ufnosci dla $redniej
calej populacji wyznaczymy na podstawie wzoru

o s - S
X—-U,—<m<X+Uu, —

hn n

Statystyka t-Studenta ma w tym przypadku liczbe stopni swobody v = 16 - 1 = 15. Wspodlczynnik ufnosci 1—
= 0,90, czyli & =0,10. Z tablic rozktadu t-Studenta odczytujemy warto$¢ t= 1,75. Podstawiajgc te wartos¢ i

charakterystyki, obliczone na podstawie proby, do podanego wyzej wzoru, otrzymujemy przedziat ufnosci:

264 —1,753£ <m < 264 +1,753£

16 16

Czyli nieznana warto$¢ oczekiwana z prawdopodobienstwem 90 % zawarta jest w tym przedziale:

P(257,43 <m < 270,57) = 0,90

Gdyby odchylenie standardowe byto normalne, to konstrukcja przedzialu ufnosci odbywata by si¢ na podstawie
rozktadu normalnego, a nie rozktadu t-Studenta, i wtedy przedzial ufnosci wynositby

15 15 .
264 - 1,29\/?6 <m<264 + 1'29\/T_602y“ 259,16 <m < 268,83

czyli, jak wida¢, bytby wezszy.



TESTY ISTOTNOSCI

Hipoteza statystyczna:

Whnioskowanie statystyczne na temat parametrow danego rozktadu, np. jego
warto$ci oczekiwanej lub wariancji, nazywamy parametrycznym testem
istotnosci.

Stawiamy hipoteze Ho, zaktadajaca ze parametr rozktadu jest réwny jakiej$
zatozonej liczbie,

oraz hipoteze alternatywng Hi, ktdra zaprzecza hipotezie Ho.

Test istotno$ci polega na przyjeciu hipotezy Hi (czyli odrzuceniu hipotezy Ho),
jesli statystyka wynikajacego z obliczonego z proby parametru znajduje si¢
powyzej przedziatu krytycznego. W przeciwnym wypadku stwierdza si¢ brak
podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Prawdopodobienstwo popetnienia bledu polegajacego na odrzuceniu hipotezy
Ho, podczas gdy byta ona prawdziwa, wynosi o i nazywa si¢ poziomem
istotnosci.

W praktyce czesto uzywa si¢ testu istotnosci do wnioskowania o istotne;j
statystycznie réwnosci Sredniej 1 zatozonej jej wartosci (test istotnosci jednej
sredniej) lub do poréwnywania dwdéch srednich.



Test istotnosci dla jednej sredniej

1. Nieznana $rednia, ale znane odchylenie standardowe.

Niech zmienna X ma w populacji rozktad N(m, &), gdzie nie jest znana wartos¢
oczekiwana m, ale znane jest odchylenie standardowe c.

Na podstawie n-elementowej proby chcemy wnioskowaé, ze m = mp, gdzie mg to
jakas, arbitralnie zatozona liczba. Jest to hipoteza Ho.

Alternatywna hipoteza H; oznacza, ze m jest rozny od mg, czyli albo istotnie
mniejszy, albo wigkszy niz m.

Nalezy obliczy¢ estymator X z probki, a nastepnie obliczy¢ statystyke:

X —m,

Vn

(¢

u= ‘
Nastepnie sprawdzamy w tablicach rozktadu normalnego, ile wynosi Z. dla
poziomu istotnosci a.

Jesli u<uq to nie ma podstaw do odrzucenia Ho.

2. Nieznana $rednia i nie znane odchylenie standardowe.

Niech zmienna X ma w populacji rozktad N(m, a), gdzie zar6wno warto$¢
oczekiwana m jak i odchylenie standardowe o sg nieznane.

Na podstawie n-elementowej proby chcemy wnioskowac, ze m = mo.

Nalezy obliczy¢ estymatory X oraz s z probki, a nastepnie obliczy¢ statystyke, w
tym przypadku uzywajac rozktadu t-Studenta:

X —my

Vn

- |
S

Po znalezieniu wartosci ton-1 W tablicach rozkladu t-Studenta porownujemy, jesli
t<ten.1 t0 nie ma podstaw do odrzucenia Ho.



Przyktad 1.

Na paczce zapalek napisane jest ,,ok. 38 sztuk” — jest to przecigtna ilos¢, poniewaz zapatki sq pakowane
maszynowo, nikt ich nie liczy. Czy rzeczywiscie srednia wartos¢ jest rowna 38?

Sprawdzono losowo wybrane 20 pudelek, srednia wynosita 36.25 sztuk, odchylenie standardowe z proby 1.32.
Czy producent oszukuje, ustawiwszy maszyne aby pakowata troche mniej? A moze maszyna jest zepsuta?
Zatozmy hipoteze zerowq — producent jest uczciwy, maszyna sprawna, a ta Srednia 36.25 sztuk to przypadek.
Sprawdzmy to na poziomie istotnosci 0.05.

Obliczamy statystyke t-Studenta:.

36.25 — 38
t = __Efi?__VEB = 5.929

Wartos¢ krytyczna wynosi

t19,0_05 = 2093

Na tej podstawie mozemy odrzuci¢ hipoteze zerowa. Deklarowana $rednia ilo$¢ 38 sztuk nie jest zgodna z prawda.
Po spojrzeniu w tablice rozktadu t-Studenta widaé, ze wniosek nadal jest stuszny dla a = 0.01, anawet o = 0.001.
Z prawdopodobienistwem 99.999% mozemy wnioskowaé, ze z jakich$ przyczyn zanizona jest ilos¢ zapatek
w paczkach.

Przyktad 2.

Fabryka produkuje kondensatory ceramiczne o pojemnosci znamionowej 4.7 nF, z zalozong tolerancjq takq, ze
odchylenie standardowe wynosi 5% wartosci nominalnej.

Zmierzono probke 10 kondensatoréw i otrzymano Srednig wartos¢ 4.83 nF. Czy maszyna produkujgca
kondensatory jest rozkalibrowana, czy tez to przypadkowy wynik?

Zatozmy hipoteze zerowg — maszyna jest sprawna. Sprawdzmy to na poziomie istotnosci 0.10.

Odchylenie standardowe jest znane i wynosi 4.7*0.05 = 0.235, a wigc stosujemy statystyke rozktadu normalnego:

483 — 47
= |22 =™ A0l = 1.74
u 0235 V10 749

Wartos¢ krytyczna, z dystrybuanty rozktadu normalnego, wynosi
Uy19 =xdla 1—0.05(bo dwustronnie) = 1.65

Na tej podstawie mozemy odrzuci¢ hipoteze zerowa.
Aczkolwiek, gdyby$my wzieli poziom istotnosci o = 0.05, to wtedy

Ugos = x dla1l—0.025 (bo dwustronnie) = 1.96

nie mozemy odrzuci¢ hipotezy zerowe;.

W praktyce taki przypadek jest troche niejednoznaczny. Nalezy zwigkszy¢
licznos¢ proby lub zrealizowa¢ nowa probe.



Test istotnosci dla dwoch srednich

1. Nieznane $rednie, nie znane ale takie samo odchylenie standardowe.

Zrealizowano dwie proby, o liczno$ci ng I Ny, z tej samej populacji, czy Srednia z
obydwu préb jest taka sama? Nie znamy odchylenia standardowego, ale wiemy
Ze si¢ ono nie zmienia (jest takie samo dla obydwu prob).

Obliczamy $rednie m; i My, odchylenia standardowe z prob s; i S, (te mogg si¢
r6zni¢, bo sg na podstawie proby), 1 wyznaczamy test istotnosci:
m; —m;
t=| |

(ny = DSF + (np, — 1S3 (L + i)
Tll + le - 2 n1 le

1 porownujemy z wartoscia krytyczng na podstawie tablic rozktadu t-Studenta
dla zalozonego poziomu istotnosci oraz ilosci stopni swobody nj + n; — 2.

1. Nieznana $rednie, znane odchylenia standardowe.

Zbadano dwie proby z dwoch roznych populacji, wiadomo, ze odchylenie
standardowe jednej populacji wynosi o1, a drugiej o,. Czy wartosci $rednie sg
takie same?

Test istotnosci odrzucenia hipotezy zerowe;:

my —m,

u=|

porownujemy dla uq.



