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Wielkosci charakteryzujace pole
grawitacyjne

[0 Sita grawitacji F,=-G

O Natezenie pola g=

)
_2’/'
v

[0 Energia potencjalna:
Obliczmy prace wykonang przez site zewnetrzng przy

przesunieciu ciata z r - oo .
Aby nie zmienia¢ energii kinetycznej, ciato jest
przesuwane przez site zewnetrzng F, skierowang
przeciwnie do sity grawitacji i co do wartosci F, = F,
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GMm|” GMm = GMm  GMm
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Zatem = - =AE, AE,=E,  —-E, =W =0-F,
&t GMm
Ep =Welosr) =We(r—) stad £, =——

Skoro W,=[F,odi=-E,

dE

wiec: F,=- dp
| - .0E, .OE, .0OE,
Dla przypadku 3D mozna zapisac: F,=— z—+]—+k—
~ ~ 0, 8y 0,
Fg =—-VE
. - ~0 ~0 ~0O =
dzie V=i—+—+k— F =—gradF
g 5. ]8y 5. g =8 »
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[0 Potencjat grawitacyjny E, ~ GMm

@ E ~
V:_p:V:_GM skoro —VEp

INGE g

—V)Ep = —VmV = —mVV = mg

—

Fg zatem

—

V=3
czyli |g=—-gradV
oraz poprzednio |F, =—gradft
16.04.2024 Wydziat Informatyki, Elektroniki i

Telekomunikacji - Teleinformatyka



(x,X)

PFZYkl'ad (patrz wyktad - ,Praca”) ‘ i

A(0,0)

|
Dane jest pole wektorowe o sktadowych F,= Ky; Ff/= Kx; F,= 0; gdzie

K jest statg, dziatajgce na mase m. Sprawdzono/ ze jest to pole jest
zachowawcze. Czy istnieje potencjat tego pola V(x,y) ? Jesli tak, to ile

on wynosi?

Rozwiazanie:  skoro F = —VE, = —mVWV/
. . ~ v, v . adV -1 v -1
Etl+Ej+ Fk = —m(al+—y]+ —k) czyli E_EF” 3y mFy
_ —1 .0 —1 x0) =
WigC | =— E.dx = — Kydx = —Kxy
m Jeo,0) m Jo,0) m [ Kx)j
=V =——
—1 ©OY) —1 ) —1 m
oraz | =— F,dy = — Kxdy = —Kxy
m Joo M J0,0) m
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Prawo Gaussa
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O Strumien pola wektorowego o natezeniu W
przechodzacy prg)ez_)powierzchnie S .

(I) — WO S W
[0 Dla powierzchni ztozonej

®. =) ®; |ub ogdlnie dla powierzchni
3 =

- 5 S 5 4
zamknietej @ =§W0 ds : | =
. — SN
w przypadku jak na rysunku = E
O, =0
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Catkowity strumien pola wektorowego, przechodzgacy przez
dowolng powierzchnie zamknietg jest proporcjonalny do
zrodta tego pola zamknietego wewngatrz tej wybranej
\_ powierzchni >

|
[0 Dla pola grawitacyjnego:

Calkowity strumien pola grawitacyjnego przechodzacy przez
dowolna powierzchni¢ zamknieta (tzw. powierzchni¢ Gaussa), jest
proporcjonalny do masy bedacej zrodlem tego pola — masy, ktora
jest zamknieta wewnatrz powierzchni Gaussa.

O, =—472G-M

- >
gdzie q)g:ngdS

_> —_
czyli ostatecznie §g° dS = —-4rGM
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PRZYKLADY:

[0 Masa punktowa:
Powierzchnia Gaussa

D = § & ds = {|g]ds] cos 180° = —{ gds

S S S

O, = —g§ds = —gd4m’

M
Skoro: (Dg = —A4rGM gZGr—2
Mm
Fg=m-g=G—1r
r
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0 Sferyczny rozktad masy e N
masa M roztozona na sferze o I \\
promieniu R L IN_" |

\
= : : /
gestos¢ powierzchniowa M \ M
masy: o= 2 = ’
y: 4R S -

1. rozpatrujemy pierwszy obszar r > R

Na podstawie prawa Gaussa —42GM = § gods
S

gdzie M jest masg powtoki zawartej wewnatrz powierzchni
Gaussa.

2
B 5 - GM _ Go4rkR® M
—4nGM =—gdm” = g =—; g= —=0—
V4 r r
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2. Dla drugiego obszaru r < R

0=§gods =>g=0 '(\X'
S

gdyz zadna masa nie jest zawarta
wewngatrz wybranej powierzchni
Gaussa.
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[0 Objetosciowy rozktad masy - = =
kula o promieniu R i masie M.

1. pierwszy obszar r > R (cata masa kuli
zawarta jest wewnatrz powierzchni
Gaussa).

—4nGM=§§od§
S

—47GM = —gdm” = g =G—M

7‘2
Mozna stad obliczy¢ potencjat i energie potencjalng masy
probnej m znajdujacej sie w odlegtosci rod zrédia pola
grawitacyjnego M. CMm

r

V=—j§-d7:>Ep = —
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2. dla r < R tylko czeS¢ masy kuli zawarta
jest wewnatrz powierzchni Gaussa.

Na podstawie prawa Gaussa:

—4aGM = § GodS = —42GM =—g4m”

= GM Obliczmy M’ :

=g >
r
M M M M > GM;
' :V:>4 :4 :>j\4'=j\4—3 stgd g= 37’
V a3 2 ons R R
3 3
Dla obu obszarow otrzymujemy -~ GM
ten sam wynik gdy r = R &= PE
— — 2
Podobnie jak poprzednio: V:—jg-dr = E, :—Gﬁfm rz
R
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jednorodna
pelna kula

o promieniu A,
i masie M

L mma mE— i —

>y

eneigia potencjalna

masy punktowe] A
w odlegtosci r

od Srodka pelne] kuh

o promieniu Rg Epﬁ?o)

1 masie M
.3
3 Ep(Ro)

sita wywierana na
mase punktowg M,
SHa zalezy liniowo
od r dia r< R
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[0 Liniowy i powierzchniowy rozktad masy
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Wielkosci Oddziatywanie

charakteryzujg pomiedzy masami el

: : Prawo Gaussa
grawitacyjne

ce punktowymi
_ = mim; .
Sita F=-G—/—1
r
Energia
. mym,
potencjalna E,=G
r
Natezenie g = L
m
: E
Potencjat v =-F
m
75 G°dS = —4nG - m
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[0 Inny przyktad zastosowania prawa Gaussa.
W jednorodnej kuli o promieniu R, wykonanej z materiatu o

gestosci p;, wykonano kuliste wydrgzenie o promieniu r=% R
przylegajgce do powierzchni kuli. Wydrgzenie wypetniono
materiatem o gestosci p, = 72 p, Korzystajac z prawa Gaussa
oblicz natezenie pola grawitacyjnego w punkcie P, odlegtosci R
od powierzchni kuli. Zréb rysunek z zaznaczeniem wybranych
powierzchni Gaussa.

23
= — 7GR
g - Pl
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Uczen cukiernika upiekt makowiec w ksztatcie bardzo, bardzo
dtugiego, idealnego walca - niestety z zakalcem. Gestosc tego
makowca o promieniu R mozna opisa¢ w uproszczeniu funkcjg
o = A(1-r/R), gdzie A - stata makowcowa. Z jaka sifg
przycigga ten makowiec punktowy paczek o masie m
umieszczony w odlegtosci 3R od osi makowca ?

f S e R
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Podsumowanie -
wiasnosci powierzchni Gaussa

[0 Powierzchnia Gaussa jest tworem hipotetycznym,
matematyczng konstrukcjg myslowa,

[1 Jest dowolng powierzchnig zamknietg, lecz w praktyce
powinna miec ksztatt zwigzany w symetrig pola,

[0 Powierzchnie Gaussa nalezy tak poprowadzi¢ aby punkt,
w ktorym obliczamy natezenie pola grawitacyjnego lezat
na tej powierzchni.

= —4nGM & = 4nGM
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Energia grawitacyjna jednorodnej kuli

[0 Obliczamy energie oddziatywania pomiedzy petng kulg

0 promieniu r a otaczajqcq jg powtokg kulistg o
grubosci dr i masie dM.

0 Budowanie kuli bedzie polegac¢ na doklejaniu

kolejnych zewnetrznych powtok. Praca potrzebna na
.doklejenie” powtoki — przeniesienie jej z co:

- GMdM

r

dW =

16.04.2024 Wydziat Informatyki, Elektroniki i 20
Telekomunikacji - Teleinformatyka



masa tak tworzonej kuli i 4
powtoki jest rowna M =37P

odpowiednio: =
dM =4~ pdr

Catkowita praca potrzebna do utworzenia kuli:

4

A7 pdr
MdM ”’”p 16
W= de I_G d :_J‘ — 3G7r2p2j A
r
16 , ,RS 3 GM?
W=-g6mrs=-5—3

W ten sposob obliczamy energie grawitacyjng gwiazd i planet.
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O Przykfadowo, grawitacyjna energia wtasna Stonca:

W= 3 GM?
-~ 5 R
M, =2-103%g R, =7-10%m
3 6,67-10711(2-103%)2 11
Ep sionca = == 7108 ~—2,3-10%"]

Jest to bardzo duza ilosC energii i jest oczywiste, ze w
procesie grawitacyjnego zapadania sie gwiazdy (do
stadium biatego karta o promieniu ok. 0,1 obecnego
promienia Stonca) wyzwoli sie ogromna ilos¢ energii.
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