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Siły centralne

 Dla oddziaływań 
grawitacyjnych
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 Dla oddziaływań 
elektrostatycznych
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pole grawitacyjne pole elektrostatyczne ładunku ujemnego

Oddziaływanie grawitacyjne jest dużo słabsze niż 
elektrostatyczne

421017,4
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Przyciąganie grawitacyjne

Odpychanie elektrostatyczne
Dla dwóch elektronów
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Wielkości charakteryzujące pole 
grawitacyjne

 Siła grawitacji

 Natężenie pola

 Energia potencjalna:

 Obliczmy pracę wykonaną przez siłę zewnętrzną przy 
przesunięciu ciała z r →     .
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Aby nie zmieniać energii kinetycznej, ciało jest 

przesuwane przez siłę zewnętrzną Fz skierowaną 

przeciwnie do siły grawitacji i co do wartości Fz = Fg 

.

ZF


07.10.2024 4



Wydział Informatyki, Elektroniki i 
Telekomunikacji - Kryminalistyka

dr

dE
F

p

g −=

przprpp EWEEE −==−=  0

r

GMm
E pr −=stąd

Skoro p

r

gg ErdFW −== 







więc:

Dla przypadku 3D można zapisać:

pg EF −=


gdzie 
zyx

kji



+




+




= ˆˆˆ


pg EF grad−=



Zatem
pz E

r

GMm
W ==


















+




+




−=

z

p

y

p

x

p
g

E
k

E
j

E
iF ˆˆˆ



r

GMm

r

GMmGMm

r

GMm

r

=+


−=−






===
rr

zZ dr
r

GMmrdFW
2

1




07.10.2024 5

( ) ( )→→ == rzrg

df

p WWE



Wydział Informatyki, Elektroniki i 
Telekomunikacji - Kryminalistyka

    Potencjał grawitacyjny
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Prawo Gaussa

 Strumień pola wektorowego o natężeniu       
przechodzący przez powierzchnię S

 Dla powierzchni złożonej

     lub ogólnie dla powierzchni 

 zamkniętej

 w przypadku jak na rysunku
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Całkowity strumień pola wektorowego, przechodzący przez 
dowolną powierzchnię zamkniętą jest proporcjonalny do 

źródła tego pola zamkniętego wewnątrz tej wybranej 
powierzchni

 Dla pola grawitacyjnego:

Całkowity strumień pola grawitacyjnego przechodzący przez 

dowolną powierzchnię zamkniętą (tzw. powierzchnię Gaussa), jest 

proporcjonalny do masy będącej źródłem tego pola – masy, która 

jest zamknięta wewnątrz powierzchni Gaussa. 
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PRZYKŁADY:

 Masa punktowa:
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 Sferyczny rozkład masy
 masa M rozłożona na sferze o 
 promieniu R

r
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Mgęstość powierzchniowa
masy: 24 R

M


 =

1. rozpatrujemy pierwszy obszar    r > R

Na podstawie prawa Gaussa =−

S
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gdzie M jest masą powłoki zawartej wewnątrz powierzchni 
Gaussa.
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2. Dla drugiego obszaru r < R

00 ==  gsdg
S






gdyż żadna masa nie jest zawarta 
wewnątrz wybranej powierzchni 
Gaussa.
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 Objętościowy rozkład masy –

      kula o promieniu R i masie M. r
R

M

1. pierwszy obszar r > R  (cała masa kuli 
    zawarta jest wewnątrz powierzchni 

Gaussa).
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Można stąd obliczyć potencjał i energię potencjalną masy 
próbnej m znajdującej się w odległości r od źródła pola 
grawitacyjnego M.
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2. dla r < R  tylko część masy kuli zawarta 
jest wewnątrz powierzchni Gaussa. R
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 Liniowy i powierzchniowy rozkład masy
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Wielkości 
charakteryzują
ce

Oddziaływanie 
pomiędzy masami 
punktowymi

Pole 
grawitacyjne

Prawo Gaussa

Siła

Energia 
potencjalna

𝑭 = −𝐺
𝑚1𝑚2

𝑟2
ො𝒓

 

𝐸𝑝 = 𝐺
𝑚1𝑚2

𝑟

Natężenie

Potencjał

𝒈 =
𝑭

𝑚

𝑉 =
𝐸𝑝
𝑚

ර Ԧ𝑔°𝑑 Ԧ𝑆 = −4𝜋𝐺 ∙ 𝑚
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 Inny przykład zastosowania prawa Gaussa.

W jednorodnej kuli o promieniu R, wykonanej z  materiału o 

gęstości 1, wykonano kuliste wydrążenie o promieniu r=⅓ R  

przylegające do powierzchni kuli. Wydrążenie wypełniono 

materiałem o gęstości 2 = ½ 1 Korzystając z prawa Gaussa 

oblicz natężenie pola grawitacyjnego w punkcie P, odległości R 

od powierzchni kuli. Zrób rysunek z zaznaczeniem wybranych 

powierzchni Gaussa.

P
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Uczeń cukiernika upiekł makowiec w kształcie bardzo, bardzo 
długiego, idealnego walca - niestety z zakalcem. Gęstość tego 
makowca o promieniu R można opisać w uproszczeniu funkcją 
 = A(1-r/R), gdzie A - stała makowcowa. Z jaką siłą 
przyciąga ten makowiec punktowy pączek o masie m  
umieszczony w odległości 3R od osi makowca ?

R

3R

07.10.2024 18



Wydział Informatyki, Elektroniki i 
Telekomunikacji - Kryminalistyka

Energia grawitacyjna jednorodnej kuli

 Obliczamy energię oddziaływania pomiędzy pełną kulą 

o promieniu r a otaczającą ją powłoką kulistą o 

grubości dr i masie dM. 

 Budowanie kuli będzie polegać na doklejaniu 

kolejnych zewnętrznych powłok. Praca potrzebna na 

„doklejenie” powłoki – przeniesienie jej z ∞: 

r
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W ten sposób obliczamy energię grawitacyjną gwiazd i planet.

𝑊 = −
16

3
𝐺𝜋2𝜌2

𝑅5

5
= −

3

5
⋅
𝐺𝑀2

𝑅

drrG

R

−

0

422

3

16


07.10.2024 20



Wydział Informatyki, Elektroniki i 
Telekomunikacji - Kryminalistyka

 Przykładowo, grawitacyjna energia własna Słońca: 

𝑀𝑠 = 2 ⋅ 1030𝑘𝑔 𝑅𝑠 = 7 ⋅ 108𝑚

𝐸𝑝 𝑆𝑙𝑜𝑛𝑐𝑎 ≈ −
3

5
⋅
6,67 ⋅ 10−11(2 ⋅ 1030)2

7 ⋅ 108
≈ −2,3 ⋅ 1041𝐽

Jest to bardzo duża ilość energii i jest oczywiste, że w 
procesie grawitacyjnego zapadania się gwiazdy (do 
stadium białego karła o promieniu ok. 0,1 obecnego 
promienia Słońca) wyzwoli się ogromna ilość energii.
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Zależność przyspieszenia ziemskiego 
od…

 wysokości

 (dla szer.geogr. 450)

 szerokości geograficznej

 (na poziomie morza)

▪ geoida

▪ prawie połowa zmiany g 
jest wywołana ruchem 
obrotowym Ziemi

Wysokość [m] g [m/s2]

0 9,806

1000 9,803

4000 9,794

8000 9,782

32000 9,71

Szerokość 
geograficzna

g [m/s2]

00 9,780

300 9,793

500 9,811

900 9,832
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