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Rys historyczny - sytuacja nauce na
przetomie XIX/XX w

Przed 1900r. - zjawiska wyjasniano poprzez fizyke klasyczna:

- robwnania Newtona - opis w skali laboratoryjnej i astronomicznej

- na ich podstawie -ruch czasteczek w gazach - kin. teoria gazéw

- 1897 - odkrycie elektronu — jest jak czastka newtonowska

- Young, Hertz - opis falowy Swiatta i fal elektro-magnetycznych

PROBLEM - jak wyjasni¢ widmo ciata doskonale czarnego, ciepto
witasciwe ciat statych w niskich temperaturach ?

1900 - Planck - kwanty promieniowania E = hv wyjasnienie
widma promieniowania

1904 Einstein teoria kwantow = wyjasnienie zjawiska fotoelektr.
1913 Bohr - skwantowanie poziomow energetycznych atomu

do roku 1924 - materia jest ztozona z dyskretnych czgsteczek
newtonowskich
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1924 - de Broglie — materia ma dualny charakter 4 = h/p

1927 doswiadczenia Davissona i Germera oraz Thomsona potwierdzajq
istnienie dyfrakcji elektrondw na krysztatach

Zasada korespondencji (komplementarnosci) Bohra (1923) pozwolita

wykorzystac teorie klasyczng jako przypadek graniczny i umozliwita
zrozumienie niektorych wiasnosci uktadow atomowych ale ....

... dlaczego w stanie stacjonarnym w atomie znika zdolnos¢ emitowania
energii przez elektron? Jaki jest mechanizm absorpcji/ emisji
promieniowania przy przejsciach miedzy stanami stacjonarnymi? ...?

Czy elektron rzeczywiécie moze . y
przejsc tylko przez jedng szczeling? b e 1
Ep N P
,stara” teoria kwantéw | ’

Zasada nieoznaczonosci Heisenberga !! ) ) 9

~1926 ,nowa” mechanika kwantowa (mechanika falowa) Schrédingera
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Fala de Broglie’a jest reprezentowana przez funkcje falowg,
ktora dla przypadku jednowymiarowego, dla czastki swobodnej
ma postac rownania fali biezacej.

W notacji zespolonej, jakg zwyczajowo stosuje sie w mechanice
kwantowej fale te mozna zapisac jako:

[(px—Et) A
Y(x,t) =4e h = = [cos(px — Et) + i sin(px — Et)]

Czy mozna, przeprowadzajac odpowiedni pomiar, jednoczesnie
okresli¢ zaréwno ped p jak i potozenie x czastki ? Albo w
danym momencie t okresli¢ doktadnie jej energie E ?

Nie mozna ich okresli¢ doktadniej niz na to pozwala
zasada nieoznaczonosci Heisenberga.
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Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Pomiar w wiekszosci przypadkow zmienia stan uktadu.
Aby obserwowac dany obiekt oswietlamy go fotonami.

Im doktadniej chcemy zbadac potozenie obiektu, tym krotsza
musi by¢ dtugos¢ fali fotonow uzywanych do obserwacji.

Fotony o krotszej dtugosci fali niosg wiekszg energie i ped, a
przez to bardziej zaburzajg badany ukitad.

Zasada ta nie jest wynikiem
jzldan%:/f/yrfigl:gw eqo: niedokladnosci przyrzadow
' pomiarowych, ale odnosi sie do samego

B procesu pomiaru. Uwzglednia ona
Ap Ax > oddziatywanie miedzy obserwatorem i
2 mierzonym obiektem
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Przyktady

e Znajac czas otwarcia migawki
i przesuniecie — obliczymy
szybkosc¢ ale nie podamy
doktadnego potozenia - bo
obraz jest rozmyty.

e Dla krotszego czasu migawki
- ostre zdjecie - znane
potozenie auta ale nie znana
jest jego predkosc.
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Rozpatrzmy dwa obiekty poruszajgce sie z takg samg
predkoscig v= 300 m/s, wyznaczong z dokfadnoscig 0,01%.

Z jaka doktadnoscig mozemy wyznaczy¢ ich potozenie ?

[0 Obiekt makroskopowy; kula o masie m=50 g

p=15kgm/s, Ap=0,0001-15=1,5-103 kg m/s

Ars 23102 m =310 m
2Ap

Wielkos¢ ta stanowi 10-17 srednicy jagdra atomowego,
jest wiec wielkoscig niemierzalng.

Dla obiektow makroskopowych istnienie zasady
nieoznaczonosci Heisenberga nie naktfada na procedure
pomiarowg zadnych ograniczen.
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O Obiekt mikroskopowy; elektron o masie m=9,1-10-28 g

p=27-102%kgm/s Adp=m-Av= 2,7 103 kgm/s

Avs =0.2cm=2-10%nm
2Ap

Wielkosc¢ ta stanowi ok. 107 sSrednicy jadra atomu.

Dla obiektow mikroskopowych wystepujg w praktyce zawsze
ograniczenia w procedurze pomiarowej.
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Nieoznaczonosc czasu i energii

Hipoteza de Broglie odnosi sie rowniez do pomiaru energii i
czasu zycia na danym poziomie energetycznym

Skoro dp=m-dv  wiec

dp-dx=mdv -dx= x-dt: dxdt =t =dE - dt
(4

Stad  ApAx=AEAI = AENZ%

Stan o okreslonym czasie zycia At nie moze miec doktadnie
okreslonej energii.

11.06.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i 9
Telekomunikacji - Teleinformatyka



Jezeli stan wzbudzony atomu ma czas zycia t, to nieoznaczonosc
energii ujawnia sie gdy podczas przejscia do stanu podstawowego
0 energii E,

Czestotliwos¢ promieniowania emitowanego w wyniku tego

rocesu. :
P 4 I(f)

f = L-Fk, mBroadened line
. {
. ; ' |
nie jest doktadnie okreslona G [
| 2
|
I
ar=2Es ] : \ X
h 2mt Center of i
spectral line

Poszerzenie linii spektralnych jest
zjawiskiem wynikajgcym z mechaniki kwantowej

Konsekwencjg zasady Heisenberga jest rowniez wystepowanie
resztkowego ruchu w kazdym systemie fizycznym - najmniejsza
energia nie jest zerowa.
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Uogolnienie hipotezy de Broglie przez Schrodingera
dato poczatek ,nowej” mechanice kwantowej.

Tak wiec z elektronami i innymi materialnymi czgsteczkami zwigzana
jest opisana przez de Broglie’a fala materii.

Funkcja opisujgca przemieszczanie sie tej fali nazywa sie funkcja
falowa. Funkcja ta reprezentuje tylko jedng czgstke a nie rozktad
statystyczny wielu czastek, sama funkcja falowa nie ma sensu

fizycznego, a ma go dopiero jej kwadrat.

Jak poznalismy, w notacji zespolonej, fale te mozna zapisac jako:

Y(x,t) = Ae!x=@b) = A(coskx — isinwt)

: E _ p
gdzie a)—ﬁ 1 k_ﬁ
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Zarowno funkcje falowe ¥(F t)lub Y¥(x,t) jakiich pochodne po
potozeniu muszg byc:

- ciggte,

- jednoznaczne oraz

- W(x, )¥(x,t) = |¥(x, t)|? jest prawdopodobienstwem przypadajacym na
jednostke dtugosci osi x, znalezienia czastki w chwili t w punkcie x.

Ta funkcja falowa jest rozwigzaniem pewnego liniowego rownania
rozniczkowego - rownania Schrédingera.

Poprzednio poznalismy dla przypadkéw jednowymiarowych:
0%y 1 0%y

Dla fali akustycznej:  v(x,t) = Asin(kx — wt) 4—) 322 = 2 9i2

0’E,  0'E,
Dla fali E(x,t) = k. cos(wt-kx) e Ho& o
elektromagnetycznej: B(x,t) = B, cos(at-kx) ) 0B, 0B,
P Ho&og — 5
X ot
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a dla fali de Broglie’a W(x, t) = A(coskx —isinwt) < ?

sposoOb poszukiwania rownania falowego jest podobny, ale nie da sie
go wyprowadzi¢ ani z rownan Newtona ani Maxwella — musi ono byc¢

zgodne z postulatami de Broglie’a i Einsteina:

h
« spetniona jest relacja de Broglie‘a: A= 7l
« przyjeta zostata klasyczna definicja p?
(nie relatywistyczna) energii catkowitej: E= ﬁ"" V(x)

Jezeli czgsteczka swobodna opisana przez funkcje W(x,t) = Ae'kx-wt)

ma niewielkg predkosc (gdy energia catkowita E = E, ), to jej ped:

2 2% 2
p = kh a energia: E = L =ﬂ
2m 2m

dlafai E=hv=h—= tzw. zwigzek
21 . .
dyspersyjny o i K:

W /4 wiec otrzymujemy
e
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Poszukiwania odpowiedniego
rownania falowego — rownanie Schrodingera
|

Podobnie jak dla innych rownan falowych obliczamy pochodne (po t i x)

wyjsciowego réwnania fali: Y(x,t) = Ade' =)
oW (x,t
L, ) za)Ae’(kx “)t) —io¥(x,t) (1)
5 ot ‘P(x t)
Y(x, ¢
0 (2x, )——k Ae z(kx—a)t) 2 Yo ()
Ox ‘P(x t)
| . hkz ; 5 2ma
Ze zwigzku dyspersyjnego o < k 0="— wyliczamy & - 2no
m

2
a‘;’x(;c,f) _27””0)&11@ ) (3

| podstawiamy do (2) otrzymujac:
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O*W(x,t) 2m
axz = —7Q)LP(X f) (3)
0¥ (x, t)

z (1) : - = —iw¥(x,t) (1) wynika, ze:

e % atyg ) atpgc, f)

(4)

Z (3) i (4) po uporzadkowaniu otrzymamy:

2 2 2
h OPWeot) _ WD) | o h? ¥ (x,) _ ., 0F(x1)

- 2m  0x2 ot B o2m O ot

Jest to ogolne réwnanie Schrodingera dla czasteczki swobodnej o statej
energii kinetycznej E (nie uwzgledniamy energii spoczynkowej).

h? 92W(7, t) oV (7, t) h? oV (7, t)
-D: h : lub ——V2YF o) =ih :
3-D - 2m  0Or2 = dt 2m (t) =i dt
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Jezeli na czastke dziata sita okreslona przez energie potencjalng
V(x) zalezng od potozenia czasteczki , V()
to wowczas jej energia kinetyczna Fx) == 0x

2

E, = % =E—V(x) Wowczas otrzymujemy rownanie
m

he 0¥ (x,0)
BT =(E-V(@)¥(x.0)

oY (x,1)

Zgodnie z postulatem Einsteina E=ho oraz o'¥(xt)=i =

oW (x, t)
ot

Mamy zatem ogodlne rownanie Schrodingera dla czgsteczki
poruszajgcej sie w potencjale V(x).

zatem EY(x,t) = ih

2 A2
_h” 0" (x,1) VW) = if oY (x,1)
2m 8x2 ot
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Rozwigzaniem jest iloczyn funkcji, z ktorych kazda zalezy tylko

od jednej zmiennej metoda separacji

Y(x,t) =w(x) () zmiennych
Podstawiajac do ogdlnego rownania Schrodingera

2
_i(p(t)d '/’gx) +V (O ()p(t) = ihw(x) do(1) i rozdzielajac zmienne
2m dx dt otrzymamy réwnanie:
2 2 .
n: 1 d ngx)w(x): ih do(t)
2my(x) dx o(t) dt

Lewa strona tego réwnania nie zalezy od t, a prawa nie zalezy
od x. Wynika stad, ze wspodlna dla obu stron rownania wartosc
musi bycC stata - jest to energia catkowita czastki E

Et
Rozwigzaniem prawej strony réwnania jest funkcja ¢(t) =e

Natomiast lewa strona daje rownanie:
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A2 1 d%P(x) B h? d?y(x)
- 2my(x) dx? V) =E = | " 2m dx?

+ V(x)y(x) = Ey(x)

Jest to réwnanie Schrédingera niezalezne od czasu
— energia potencjalna V(x) jest stata w czasie.

Poprawne fizycznie rozwigzania istniejg tylko dla niektorych
wartosci energii E — sq to tzw. wartosci wtasne.
Kazdej wartosci wtasnej odpowiada funkcja wifasna y(x).

V2m(E=V(x))
y(x) = Ae h

Funkcje wtasne i ich pochodne muszg mie¢ nastepujace
wtasciwosci:
muszg by¢ — skoriczone, jednoznaczne i ciggfte.
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Kazdej funkcji wtasnej y(x) odpowiada funkcja falowa ¥(x,t),
ktora jest rozwigzaniem ogolnego rownania Schrodingera:

A% 029 (x, t) = 0¥ (x, t)
2m  0x?2 (¥, 6) =1 ot
B
_ h , , :
F(x,0) =y (x)e Zatem rozwigzaniem ogolnego rownania

Schrodingera jest tez kombinacja liniowa

funkcji falowych
E t

n

Y(x,t)=C¥Y, (x,t) + C, ¥, (x,t) +..+ C, ¥, (x,1) =l//,,,(x)e_l h

podstawiajac  hk=p ho=E

_ _ i(px—Et)
otrzymujemy W(x,5)=w(x)e ™  lub W(x,t) =Ade "

Jest to rownanie fali biezacej.
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Dla czasteczki swobodnej

mozna zatozyc, ze V(x) = 0 zatem rownanie Schrédingera
niezalezne od czasu przybierze postac:

h? d?y(x)
= =E
2m  dx? y(x)
. . . kx . 2mE
Szukamy rozwigzania w postaci  y(x) = Ae k=i |—

. [2mE . [2mE
w(x)—Ael 72 x+Be Wz np. dla rozwigzania ,+"” to:

fala biezgca

w kierunku . —

. +" 0si X w(x)=Ae" = A(coskx+z sin kx) (9)
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Y(x,t) = AetF*¥=®Y) = A(coskx —isinwt)

Funkcje falowe stosowane do opisu ,czgstek” takich jak
elektrony to ,fale prawdopodobienstwa”. Tam gdzie
amplituda funkcji falowej jest mata, prawdopodobienstwo
znalezienia czastki jest mate. Funkcje falowe majq fazy co
pozwala im interferowac jak wszystkim innym falom.

Zwigzek funkcji falowej z zachowaniem czgstki wyraza sie za
posrednictwem gestosci prawdopodobienstwa -
(prawdopodobienstwa na jednostke dtugosci osi X, znalezienia
czastki w poblizu punktu o wspoétrzednej x w czasie t).

p(x,0) =¥ (6, NW(x,1) =W (x,0)|

“d*F =1 <« warunek normalizacyjny

+00
oczywiscie J-|l//(f,l‘)
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PRZYKLAD

Funkcja falowa WYW(x)= 4| sin 2T7mx jest zdefiniowana jedynie w

obszarze 0 < x < L. Obliczyc statg A korzystajac z warunku normalizacji

Rozwigzanie

L L
‘W(f,t)‘z =4’ sinz(zzmj “W(X)‘zdx =1= J‘Az sinz(%m xjdx =1
0 0

Stosujgc podstawienie za argument sinusa i korzystajac z ,1" tryg.
otrzymamy:.

L7 L L
A — J-sm (Wdu=A"—"—m=4"=
2m - 27m 2
2
VL £ 1 = A=./—
o) L
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Podsumowanie - jednowymiarowe
rownania Schrédingera

Ogodlne réwnanie Schrédingera dla

czgsteczki swobodnej o statej energii n* 82T(x,t) _i o¥(x,t)
kinetycznej (nie uwzgledniamy B > !

. . 2m  Ox ot
energii spoczynkowej tzn. £ = E,).
Niezalezne od czasu réwnanie R d%Y(x) =
Schrodingera dla czasteczki swobodnej 2m dx2 Yix)

: f2mE . |2mE
l 5 X —1 5 X
w(x)=A4e' "™ +Be ‘7

Rozwigzaniem sg funkcje falowe:

11.06.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i 23
Telekomunikacji - Teleinformatyka



Ogolne rownanie —
Schrédingera dla _h" o"¥(x, 1)
czgsteczki poruszajacej 2m  0x?

+ V(x)¥(x,t) =ih

oW (x,t)
ot

sie w potencjale V(x).

=
Rozwigzaniem sg funkcje falowe: Y, (x,0) =y (x)e "

E t

n

Rownanie Schrodingera niezalezne

h? d*
od czasu - energia potencjalna V(x) Yix)

- 2m  dx?

jest stata w czasie.

+V(0O)Y(x) = EY(x)
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NIELS BOHR

711011885 -1811111962

Everything we call
real is made of
things that cannot
be regarded as real.

If quantum mechanics
hasn't profoundly
shocked you,

you haven't
understood

it yet.

/. "Wiedza to wladza, .-il_e

niewiedza, niestely; nie.
L W

7 gwaraniuje braku u-lad:-.;:p s

- "

- %

T

Y~ mifn_ i8S 7
28 (-~ NielsBolr. .
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