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Rownania Schrédingera dla jednego
wymiaru

Ogdlne réwnanie Schrodingera dla

czgsteczki swobodnej o statej energii h* GZ‘P(x,t) = oWY(x,1)
kinetycznej (nie uwzgledniamy “om o B
energii spoczynkowej tzn. £ = E,).

Niezalezne od czasu réwnanie R d%Y(x) £
Schrédingera dla czasteczki swobodnej 2m dx? Yy

: /2mE .| 2mE
1 5 X —1 h2 X
w(x)=A4e' ™ +Be

Rozwigzaniem sg funkcje falowe:
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Ogdlne rownanie B2 92W(x, D W (x, D
— X, X,

Schrodlng_era dla | = +VOOW(x, t) = iR

czgsteczki poruszajacej 2m  0x? ot

sie w potencjale V(x).

E t

n

h

=
Rozwigzaniem sg funkcje falowe: ¥, (x,0) =y (x)e

Réwnanie Schrédingera niezalezne h? dZy(x)
od czasu - energia potencjalna V(x) o + V()Y (x) = EY(x)
jest stala w czasie. =
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Nieskonczona studnia potencjatu

Nieskonczenie duzy potencjat na krawedziach studni nie pozwala
elektronom opusci¢ obszaru 0<x<L; w tym obszarze elektron jest

swobodny. _ =
y(Xx)=0 na zewnatrz studni, gestosc
_ prawdopodobienstwa znalezienia
Vix) = V(x)=0 elektronu wynosi zero
Warunki brzegowe:
p(0)=w(L)=0
W obszarze wewnatrz studni, tj. dla
O<x<L, niezalezne od czasu réwnanie
R Schrodingera ma postac:
x=0 X=L h2 d2
: : —— -——w(x)=Ey(x)
Potencjat wynosi zero wewnatrz i zmierza 2m dx
do nieskonczonosci na zewnatrz studni
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Proponowane rozwigzanie - .
wygodniejsze w przypadku W (x) = Asin(kx) + B cos(kx)
ruchu ograniczonego:

Stosujgc warunek brzegowy: dla x=0, =0

A-0+B-cos(0)=0 = B=0

pozostaje W (x) = Asin(kx) obliczamy pochodnag:
d2
d—x\lzl = —Ak?sin(kx)
po podstawieniu do rownania E— nk®
w(x) bedzie rozwigzaniem gdy: 2m
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dyskretne poziomy

Stosujgc warunki brzegowe: dla x=L, =0 energetyczne
Stad: sin(kl)=0 ==> klL=nn 25E, n=>5
k:ﬂ dlan=1,2,..
L 16E, n=4

Energia elektronu przyjmuje tylko wartosci

dyskretne :
9E, n=.

Energia jest — h* (?’T”)Z

skwantowana T om \L iE, n=2
jtlll n=1

Najnizsza wartos¢ energii E; (stan '

podstawowy dla n=1), energia drgan . _ hen?

zerowych L2
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Energia drgan zerowych jest to najnizsza energia catkowita jaka
moze miec€ czastka ograniczona w swoim ruchu do obszaru: O0<x<L

Czastka ta nie moze miec energii rownej zero, E+0.

Jest to wynikiem obowigzywania zasady nieoznaczonosci Heisenberga:

Dla Ax= L zgodnie z zasadq 7
Heisenberga otrzymujemy Ap, = Z

Czastka zwigzana w studni nieskonczonej

407

\ @ studnia nieskonczona

- - - 14 - . .
nie moze miec E = 0 bo oznaczatoby to ]
p = 0 a zatem 0 307
254 o
Tymczasem, najmniejsza 5 201
wartosc pedu dla n=1 wynosi & o o
— o] =
2mh°rx hr .
pl = 2mE1 o 2 = | o L4
2mL L 0 T T T T . T T T
6 4 2 0 2 4 6
k
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Nieskonczona studnia potencjatu c.d.

Rozwigzania rownania Schrdodingera i/, (x) :Asin(%x)

odpowiadajg falom stojacym z réznag liczbg n weztdéw wewnatrz studni

Funkcje wiasne
yn(x) dla
nieskonczonej
studni

n=1

e~

/\ n=4

Amplituda A jest
obliczana z norma-
lizacji funkcji falowej
2
=7

L

Dozwolone mody —
drgan dla klasycznej
struny z weztami na

koncach

- N -
P

] m I

|t (=]

— = ~
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Przyktady:

[0 Obliczy¢ na podstawie niezaleznego od czasu réwnania
Schrodingera energie elektronu swobodnego.

h? d*P(x) ik ~k
— — x) = Ae'™ + Be "X
S = EY() Y(x)
d . .
1/;3) = ikAe'™™* — jkBe kX

d2 x . i
dl/:c(z ) _ i2h2A¢ih* 1 2k2Beikx = Zk2y(x)

2

h
=E = Eyin

2m

bo elektron swobodny czyli V=E,,,;= 0
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Czgsteczka o masie i energii E znajduje sie w
jednowymiarowej studni potencjatu —a/2< x <a/2 o
nieskonczenie wysokich scianach.

Zapisac rownanie Schrodingera dla czagstki i podac jakie
warunki musi spetniac funkcja falowa;

Obliczy¢ wartosci wtasne energii czastki;

Obliczyc i narysowac funkcje gestosci prawdopodobienstwa
dla dwoch pierwszych liczb kwantowych n;

Obliczy¢ prawdopodobienstwo znalezienia czastki w
przedziale a/6 < x < a/3 dla n = 3.
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Zastosowanie rownania Schrodingera
dla bariery potencjatu

O Czgsteczka o masie m i energii E porusza sie w kierunku
dodatnim osi X, napotykajgc w x = 0 potencjat
schodkowy o wysokosci V, — jak na rysunku.

Przyjac E < V,. V()
I
Z réwnan klasycznych wynika ze: - V(x)=Vo
energia czasteczki | -
P V(x)=0 X

E=F E E=—4+4YV R

k + p 2m + (X) >
dlax <0 ,

2

p 2 =
E=- dlax > 0 E:§—m+V(x)<V(x)=VO = 5 <0

czgsteczka nie moze wejs¢ w obszar x > 0 !/
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rownanie Schrodingera dla obszaru I:

h dy(x)

> —=Ey(x) Jakdla czasteczki swobodnej
m  dx

X <0

Rozwigzaniem ogolnym jest funkcja wiasna - fala biezaca:

W, (x) = Ae™™ + Be "> gdzie k, obliczamy
. . odstawiajgc rozwigzanie
fala biezgca fala odbita w P £ ; .
w kierunku  kierunku .-, do rownania dla obszaru I.

.+ 0si X osi X = N2mE
1 f—
h

Funkcja falowa odpowiadajaca funkcji wiasnej:

= klx—g

¥ (x,t) = de™e 4 Be e :Aei[ hj+Bei(_

Et Lt

klx—g)
h
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rownanie Schrodingera dla obszaru II:

B dy()

X >0
2m  dx?

+Vp(x) = Ep(x)

Rozwigzaniem jest podobna funkcja wtasna - fala biezaca:

Y 1 () / + De " gdzie —\/2m(E )

gdy X — 4o rozbiezne wiec C =0

—k,x

W, (x)=De

Funkcja wtasna i jej pierwsza pochodna dla catego obszaru osi X
musi by¢ wszedzie skonczona, ciggta i jednoznaczna, zatem:
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dla x = 0 ,zszycie” tzn.

dx dx k1
stad
_b 1+i ey D ik e dla x<0
W (x) = 2 k, 2 I
= De ™ dlax>0

Y'Y=DDe™™ >0 !

D mozna obliczyC z warunku normalizacji
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[0 Padajgca na bariere czgsteczka
ma energie £ > V,

E AV(X)
klasycznie — przejdzie bez problemu, V(x)=V,
z pedem 2

pe€ p]%m =E—VO I I1
, V(x)=0
kwantowo — moze sie odbic. =
n? dw(x
Dla obszaru I: - l/jz( ) = Ey(x)
2m  dx

WI (x) — Aeiklx 4+ Be—iklx

n* d*
Dla obszaru II: — y(x) = (E-V,))y(x)
2m dxz
brak odbicia — v (x)=Ce™™ :%
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dla x = 0 ,zszycie” tzn.

l//](O):W]I(O) :>A+B:C oraz

dy;(0) dyy(0) =ki(A-B)=k,C

dx dx
( ky—ky _
=A™ 4T 2 7R x<0
ki + k2
p(x) =+ oL
— 471 X dla x>0
kl + k2 W*(x, t)'W(x, t) dlakazdego !
(16/9) A*A
<~ (4/9) A*A
0
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Skonczona bariera potencjatu

Energia potencjalna elektronu ma postac:

( 0 dla x<-a (region I)

4V(x)
V(x)= < Vydla —a<x<a (region II) | |
. 0 dla x>+a (region III) | [ Voy
wysokosc
Kiedy czastka majgca okreslony ped i bgriery V,
energie zbliza sie do bariery potencjatu |
moze zostac rozproszona. Wynik, ktory I =
otrzymujemy w fizyce klasycznej ;' }
(transmisja lub odbicie) zalezy od relacji RegionI | RegionII | Region LI
' |

pomiedzy energig czastki i wysokoscig |

bariery. W mechanice kwantowej wynik
jest inny i nieoczekiwany.

< n
< »

szerokosc bariery 2a
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[1 Klasycznie:

Jezeli E>V,, wtedy czgstka przechodzi przez bariere

> X

p=-2mE => p'=2mE-V,) => p=~2mE

ped zmienia sie kiedy czgstka jest ponad barierg i wraca do
wartosci poczatkowej dla x=a

Jezeli E<V,, wtedy czastka odbija sie od bariery.
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[0 W mechanice kwantowej :

Jezeli E>V,, to czastka przechodzi ponad barierg lub odbija sie od niej

Jezeli E<V,, wtedy istnieje niezerowe prawdopodobienstwo, ze czastka
przejdzie przez bariere; jest to tunelowanie

Dtugosc¢ fali de Broglie;a, A

= 27 = 27
p 2mkE

A

jest rzeczywista i taka sama
dla x>ai x<-a

27h

Dla —a<x<a, 1 j est urojona A= e V)

W obszarze bariery mamy fale zanikajacg (evanescent wave),

ekspotencjalny zanik wraz z x, dlatego amplituda fali dla x>a jest
Zzmniejszona
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Funkcje falowe mozna otrzymac Incident wave

jako rozwigzania réwnania TN\

Schrddingera niezaleznego od

B2 42 - ® | & |
——— )+ () (x) = Ey(x)
2m dx*

[1 W obszarach Ii III, kiedy V(x)=0 :
dzw(x) 2m

d* h
[0 W obszarze II rdwnanie Schrédingera :

- Ey(x)=0

d 2
d"’;ﬁx) 2V~ Ey(x) =0

W obszarach tych rozwigzania sg w formie fal ptaskich
poruszajgcych w prawo lub w lewo
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[0 Obszarl W(x) _ eikx LR e—ikx = :2::2E
| | |
| [
fala fala
padajaca  odbita
. _. , 2m
[0 Obszar II y(x)=Ae" +Be ™ . (E-V,)

wspoifczynniki A i B mozna okreslic formutujac odpowiednie warunki fizyczne

D Obsza r III W(}C) = Telkx Incident wave

——

—DlkoetalE l I R e

T

! T arn ar
26.05.2023 Wygdias L nioormasy ki EEkteomki i 22

TeeEroMmnKRET]i- -EREkteoHRa



kx

0 Obszarl _ 2mE

w(x)=e"™ +R e k' -
| | | J
[ |
fala fala
padajaca odbita
o o , 2m
0 Obszar II p(x)=Ae" +B e ™ 9 =7 (E-V,)

wspotczynniki A i B mozna okresli¢ formutujgc odpowiednie warunki fizyczne

D O b Szar I I I l// ()C) = Telkx Incident wave

——

tylko fala L T Reflected wave & . _-“. d_ WWWWW f
przec hodz aca l ]I Transmitted wave .
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Tunelowanie przez bariere
potencjatu

Rozwiqzania dla E<V,

Klasycznie, czastka bedzie odbijata sie od bariery. W
mechanice kwantowej czastka moze tunelowac przez
bariere, zwtaszcza gdy bariera jest cienka.

Wspotczynnik transmisji T wykazuje zanik ekspotencjalny,
zalezny od szerokosci bariery

Wspodtczynnik transmisji \T\ okresla prawdopodobienstwo, z
ktorym czastka przechodzi przez bariere, czyli
prawdopodobienstwo tunelowania.

26.05.2023 Wydziat Informatyki, Elektroniki i 24
Telekomunikacji - Elektronika



Przyktad:

Jezeli T=0.020, to oznacza, ze z 1000 czgstek (elektronow)
zblizajacych sie do bariery, srednio 20 bedzie tunelowato przez nig

a 980 ulegnie odbiciu.

Pr(.)bability ;
‘T‘z = CXp(— 4Kd) density |y(x)|
RS W

Z powodu zaleznosci ekspotencjalnej, wspotczynnik transmisji jest
bardzo czuty na niewielkie zmiany: szerokosci bariery a, roznicy

energii V,-E. Wspotczynnik ten zalezy rowniez od masy czastki.
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Przyktady tunelowania: rozpad alfa, synteza
jadrowa, skanningowy mikroskop tunelowy
(scanning tunneling microscope STM)

Tunelowanie przez bariery ma wiele zastosowan (zwiaszcza w
elektronlce? np. dioda tunelowa, w ktérej prad elektronowy
jest kontrolowany przez wysokosc barlery

Najwczesniejsze zastosowania tunelowania (lata 20-te XX w.)
pojawity sie w fizyce jadrowej: rozpad alfa (George Gamow,
Ronald Gurney, Edward U. Condon) i synteza jadrowa.

W 1958 roku japonski fizyk pracujacy w Stanach Zjednoczonych,
Leo Esaki, zaobserwowat je w silnie domieszkowanym ztgczu
po’rprzewodmkowym typu p-n. Efekt ten wykorzystany zostat w
dziataniu diody tunelowej, pozwalajacej w tym czasie
konstruowac oscylatory i wiele innych szeroko stosowanych
uktadow elektronicznych.
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W 1960r amerykanski fizyk norweskiego pochodzenia,
Ivar Giaever, zademonstrowat tunelowanie elektrondw
miedzy dwoma paskami metalicznymi rozdzielonymi
cienkg przektadka izolatora. Jako bariere tunelow
wykorzystat w tym eksperymencie warstewke tlenku
aluminium o grubosci okoto 2 nm. Doswiadczenie to
potwierdzito teorie nadprzewodnictwa

W 1973 nagrode Nobla w fizyce otrzymali Leo Esaki
za tunelowanie w poiprzewodnikach), Ivar Giaever
za tunelowanie w na przewodnlkach) i Brian

Josephson (ztacze Josephsona, szybkie urzadzenie

przetqczajgce dziatajgce w oparciu o kwantowe

tunelowanie)

W potowie stycznia 1979 Gerd Binnig i Heinrich Rohrer
przedstawili pierwszy patent odstaniajgcy tajemnice
skaningowego mikroskopu tunelowego — nagroda
Nobla w 1986r.

W 1982 roku opublikowano pierwsze wyniki pomiarow
pokazujacych utozenie atomow na powierzchni
CalrSn4, Aui Si(111).

W 1986 nagrode Nobla otrzymali Gerd Binning i
Heinrich Rohrer za skanningowy mikroskop tunelowy.
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R d alf
ozpad alfa @K N

Niestabilne jgdro atomowe ulega

i : : : e Tunneling model of
przem!anle w inne _]le‘40 Z emisjq =5 alpha amission
czastki o (jadro helu He )

=20f
. . =
A-ciezar A A-4 4 =
Lﬂclj 10 H || Il il |! I|\¥ N .“-.U-"-U.-". o
Przyktad: ll" i
226 222 : ' ' :
e Ra—>" Rn+a +4,8TMeV 0= % A
Separation of centers (fermis)

Bariera kulombowska dla czastek alfa w jadrach o duzych liczbach
masowych wynosi ok. 30 MeV. Z punktu widzenia klasycznego bariera
ta nie moze byc¢ wiec pokonana przez czastke o energii kilku MeV.
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Im energia przemiany Q,

wieksza — tym bariera wezsza
Sukcesem zastosowania teorii

tunelowania do wyjasnienia
rozpadu alfa byto wyznaczenie
PO raz pierwszy promienia R

jadra R=1.54" fin

V() 2(Z - 2)e?

Ten wynik pozwolit na
wyjasnienie dlaczego 4 .
objetosc jadra: V= ?R

jest wprost proporcjonalna do jego masy atomowej A,

V~43”(15 43V = v o4
tak, ze gestosc jadra jest praktycznie stata.

Ten rezultat pokazat rowniez jak mate jest jadro atomowe.
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Scanning tunneling microscope
STM

Trzy kwarcowe beleczki sg sterujg ruchem Zasada dzialania
przewodzgcego ostrza (tip) po powierzchni.

. Podaje sie na ostrze staby potencjat
TN dodatni. Gdy odlegtos¢ pomiedzy ostrzem
| i metaliczng powierzchnig jest mata, ma
Quartz miejsce tunelowanie. Ilosc¢ elektronow,
EE, ktore przeptywajg pomiedzy powierzchnig
e a ostrzem w jednostce czasu (prad

) O it elektryczny) jest bardzo silnie zalezna od
O D P odleglo$ci ostrze-powierzchnia.

Kwarcowe beleczki tworzg uchwyt piezoelektryczny o wtasciwosciach
sprezystych zaleznych od przytozonego pola elektrycznego. Prad
tunelowy jest mierzony i utrzymywany na takim poziomie aby odlegtosc
pomiedzy ostrzem i powierzchnig byta stata . Tworzy sie obraz
powierzchni.
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Praktyczna realizacja idei mikroskopu tunelowego

sample

Ostrze i probke zblizamy na
odlegtosc okoto 1 nm.
Nastepnie przykfadamy roznice
potencjatow U rzedu 1-3 V
Przemieszczajqc teraz ostrze
ponad badang powierzchnig,
system rejestruje zmiany
pradu tunelowego w funkcji
odlegtosci ostrze-probka

V. ——
tunneling = _IL. e~ AVW-d
electrons d
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Pomiar pradu tunelowego bedacego
miarg wertykalnego polozenia ostrza

@Iﬁ

Petla sprzezenia
zwrotnego do
kontroli
wertykalnego
polozenia ostrza

Skaner piezo-elektryczny
przesuwajacy probke pod
ostrzem (lub odwrotnie) w
systemie skaningowym

System
el Zgrubnej
: -t regulacji
. L.
Ostrze - polozenia
prébkujace . et ostrza
-1 wzgledem
-1 =g
ey probki
T
|

System komputerowy sterujacy
skanerem. zbierajacy dane 1
przeksztalcajacy dane w obraz

1 I { mierzony prad )

e T

Droga ostrza

‘ Z=const

X

O Tryb statej wysokosci

W trybie statej wysokosci ostrze
przemieszcza sie w ptaszczyznie
poziomej, na statej wysokosci.
Prad tunelowy zmienia sie wraz
z topografia badanej prébki i
lokalnych wiasnosci
elektronowych. Prad tunelowy
zmierzony w kazdym punkcie
nad powierzchnia prébki tworzy
zbior danych na podstawie
ktorych powstaje topograficzny
obraz badanego materiatu
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[0 Tryb statego pradu

T I = const ( mierzony prad )

u————

T 7 v Droga ostrza
_I_,—

1
5

-
i i i e i ) £ i i o

ilis = i il ) jIEE Sl i il ) T e i il I Sl i izl

v

X
W trybie statego pradu wykorzystuje
sie tu ujemne sprzezenie zwrotne ’
zapewniajqce stata wartosc¢ pradu tunelowego. Uzyskuje sie to poprzez
dopasowanie potozenia skanera nad kazdym punktem pomiarowym, np.
kiedy system wykryje wzrost pradu tunelowego to zmienia napiecie
doprowadzane do piezoelektrycznego skanera tak by zwiekszyc¢ jego
odlegtosc i przywrdcic ustalong wartosc¢ pradu .
W tym przypadku to pionowe przemieszczenia skanera dostarczajq
danych do tworzenia obrazu.
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Rozdzielczos¢ obrazu zalezy od rozmiardw ostrza. Poprzez podwyzszanie
temperatury lub zastosowanie silnego pola elektrycznego mozna
+Wyciggac” atomy wolframu warstwa po warstwie tak aby pozostat
pojedynczy atom rozmiarow rzedu 0.1 nm.

ne Physil:, TU Wien
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Najmniejszy cztowiek swiata. Postac
zbudowana z czgsteczek tlenku wegla |
OsadZOHYCh na pOWIerZChnI platyny Fot. Internet/STh Image Gallery

Innym waznym zastosowaniem STM jest nanotechnologia. Ostrze
moze podnosi¢ pojedyncze atomy z powierzchni metalicznej i tworzyc
nowe struktury w nano-skali (np. powstawanie sztucznych molekut)
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Przyktady obrazéw STM
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Obraz powierzchni krzemu o wymiarach 50x50 nm.
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Obraz (236nm x 192 nm) nici DNA poddanych liofilizacji i pokrytych
przewodzgcq warstwg Pt-Ir-C.

Nanokwiaty (9nm x 9nm) z siarczanu !
kobaltu na monokrysztale ztota (111)

26.05.2023 Wydziat Informatyki, Elektroniki i 36
Telekomunikacji - Elektronika



Mikroskop sita

Detector and
feedback
electronics

B

Photodiode
Laser

Cantiliever
E tip

Sample surface

PET

Ostrze jest w twardym kontakcie
z powierzchnig
oddziatywania odpychajgce

/ Ostrze jest daleko

od powierzchni
brak oddziatywan

Sita
o

Ostrze jest przyciggane
w kierunku powierzchni
oddziatywania przyciggajace

Odlegtos¢ pomiedzy atomami

standardowo:10-100 nm

atomowych AFM

Oddziatywania
miedzyatomowe:
sity van der Waalsa, Nanorurka weglowa 7nm Powierzchnia ztota
magnetyczne, m 10 x 10 nm
elekrostatyczne. AAARIALLY 1 20 e v AT TR AN,
!‘."‘ .“‘i".““““
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Pentacene

2012 - zdjecie molekuty pentacenu (C,,H,,) -
pojedynczych atomdéw w molekule o dtugosci QGGGG
1,4 nm. Odlegtos¢ atomow C to 0,14 nm.

Zdecie wykonano w temp. -268°C, przy
odlegtosci ostrze-probka tylko 0,5 nm !

} ) \
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Mikroskop SPM Badane oddzialywania informacja
3-D topografia: rozmiar, ksztalt, nierdownosc
STM Prad tunelowania powierzchni. Struktura elekiryczna powierzchni i

mozliwa elementama identyfikacja(spekiroskopia
stm)

kontaktowy AFM tapping mode AFM

Miedzyatomowe, miedzyczasteczkowe

3-D topografia: rozmiar, ksztalt, nierdownosc

oddziatywania powierzchni.
bezkontaktowy AFM Miedzyatomowe, Im@dzypzqsteczkuwe 3-D Fupugralfla: rozmiar, ksztalt, nierownosc
oddziatywania powierzchni.
LFM Sily tarcia lel'ZII'IICE sit Itlarc:m w réznych miejscach
powierzchnii
Rozmiar i ksztalt magnetycznych obiektow. Sila i
MFM Sity magnetyczne moment magnetyczny w réznych punktach
powierzchni.
SThiM Przeplyw ciepla Przewodnose cieplna w réznych miejscach probki
. Gradient pola elektrostatycznego probki w funkeiji
EFM Sily elektrostatyczne stezenia domen elektrostycznych.
NSOM Odbicie, absorpcja i fluorescencja Promieniowania Wiasciwosci optyczne ierzchni
elektromagnetycznego(swiatta) P pow
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Laboratorium Badan Strukturalnych
Instytutu Elektroniki WIEIT AGH
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