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Srodek masy/ $rodek ciezko&ci

O Jak opisac dowolny ruch ciata?
Ktorego punktu ciata?

Zawsze mozna wybrac taki punkt ciata,

ktory porusza sie tak jakby poruszat Treamstitesn

sie pojedynczy punkt materialny pod dziataniem tych
samych sit zewnetrznych - SRODEK MASY ciala.

Dla uktadu punktow materialnych:

m; my
| | « . mx, +m,x,
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Dla mas punktowych

Ciagly rozklad mas

Z— lim ZAmixl. = dem _ 1
Am;—0 ZAmi J-a’m M

= M




Przyktady

O Cienki, jednorodny stup o masie M i dtugosci L lezacy
poziomo postawiono pionowo. Obliczy¢ wykonang prace.

[0 Kopiec Pitsudskiego usypany w latach 30-tych ub. wieku
ma ksztatt stozka o wysokosci 35 m i Srednicy podstawy
110m. Obliczy¢ mase kopca i prace jaka zostata
wykonana podczas sypania kopca. Przyjac srednig

gestosc 1700 kg/m3. odp.: m = ~mR2ph = 188,4 - 10°kg 4

Yom =% N
W =16,17-10% = 16,17 GJ

[0 Okrggta tarcza o promieniu 2R —
ma wyciecie o promieniu R jak
na rysunku. Oblicz potozenie srodka masy.
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Ruch srodka masy =y T

M-rszml-r1+...+mn-rn=Zmi-lfl- |dt
i

M-VS:ml-vl+...+mn-vn=2mi-vi |dt
i

M-ag=m-a;+...+m,-a, = E m; - a;
i

M-ig=F +..+F, = Z F,  Ruch $rodka masy odbywa si¢ pod wplywem
- wektorowej sumy wszystkich sit dziatajacych
na uktad - rdwniez sit wewnetrznych.

M-a =F Jednak z III zasady dynamiki =
2 == sity wewnetrzne si¢ rOwnowaza
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O Srodek masy ukfadu porusza sie tak, jakby cata masa
uktadu byta skupiona w srodku masy i jakby wszystkie
sity zewnetrzne na nig dziataty.

O Ped srodka masy

—

= = dp dV. -

pS:M.VS — ~=M = :erw
dt dt

F_Zzevv:():> d;s = 0O :>]_55=COnSl‘
A

Zasada zachowania pedu

Przyktad 1:

Wzdtuz brzegu jeziora stoi swobodnie canoe

0 masie m i dtugosci L. W pewnym momencie
siedzacy na dziobie canoe wioslarz A o masie M

wstat i przeszedt z szybkoscig V,, wzgledem brzegu B
jeziora na drugi koniec todzi B. Ob|ICZ Z jaka szykaSC|Q| o) |Ie
przesuneto sie canoe.

.. _ M-L z _ Vwa
przesunigcie a = —-; szybkosc V. = o
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Przyktad 2:

Wystrzelona po torze parabolicznym rakieta w najwyzszym punkcie
toru rozpada sie na dwie réwne czesci. Jedna z nich spada pionowo
na powierzchnie Ziemi, a druga porusza sie dalej. Przedyskutuj ten
przypadek oraz narysuj:

A. Dalszy tor srodka masy obu czesci rakiet,

B. Tor drugiej czesci rakiety.

C. W jakiej odlegtosci od miejsca startu wyladuje druga czes¢
rakiety?

-1 I1 >-~.
- T S
~ L%
e | =
A ~N
% | \
& | N\ \%
gf|u5 \".'.“
Q
i \?
// | \
| b \
L " | ol
D o D D 5
20.05.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i

Telekomunikacji - Kryminalistyka



Podstawowe pojecia ruchu obrotowego
punktu materialnego i bryty sztywnej

Odpowiednikiem pedu w ruchu postepowym jest moment pedu
w ruchu obrotowym -

L=rxp
(::::::EE?%%;} Skoro 7 L p to L=rml
r =
V=woxr

Skoro @ 1 7 oraz a)\ \L
to V=owr oraz L =r’mw

W ruchu postepowym site wigzemy z liniowym przyspieszeniem

Ciata. Jakg wielkos¢ zwigzemy z przyspieszeniem kgtowym
w ruchu obrotowym ?
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Powod ruchu obrotowego bryty -
moment sity

Jezeli zmienia sie moment pedu uktadu L =r x p # const

dL dL d .. ~ (dF .\ (. dp
tO —750 — = | — X + X — | =
dt dt dt(rxp) ( pj ('ﬂ j

:(\7 X 1 - ) (er) 0 = d—L:(FxF“)ZM

=h

—

Ostatecznie: M =7 X ]3

Zasada zachowania momentu pedu:

{Jezeli [_: = const to — = M = OJ
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M =rx

F

Jezeli dziata sita styczna F,

FLFE to M=rF

Jezeli dziata dowolnie skierowana sita F to

—

Moment sity w tym ruchu nadaje sita styczna.

M =Fx(E +F )=FxF +0
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Zadanie — moment sity

Stojacy pionowo dysk o masie m opiera sie o schodek o
wysokosci rownej potowie promienia dysku.

Na oS dysku dziata poziomo sita F aby wtoczy¢ dysk ruchem
jednostajnym na schodek. Obliczy¢ wartosc tej sity.

Rozwigzanie:

Dysk wtacza sie na schodek = M = M + M, = 0

—_— e 1
Mg = RxF MF:R-F-Sina:ER-F

Przeciwdziala moment sity grawitacji M, =Rxmg

V3
- . L_ZR
My=R-mg-sinf =R-mg-sin(90 —a) =R-m- g - cosa cosa = - ="
V3
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Zadanie domowe

Na platformie jadacej po poziomej jezdni ciezarowki stoi

swobodnie skrzynia w ksztatcie prostopadtoscianu o

wysokosci h i kwadratowej podstawie o boku b. Srodek

ciezkosci skrzyni znajduje sie w jej srodku geometrycznym.

Wspotczynnik tarcia skrzyni o platforme wynosi f.

A) Oblicz maksymalng szybkosc¢ ciezarowki na zakrecie o
promieniu R aby skrzynia nie przesuneta sie.

B) Oblicz z jakim maksymalnym opdznieniem mogtaby
hamowac ciezarowka jadac prostoliniowo, aby skrzynia

sie nie przewrdcita. A) v =JRgf
Odp. gb
B) a < 7
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| l " l Dziata stata sita F

(@3 oy 1] SKUTEK ?

|~
: ‘ 0 Obroét ciata z przyspieszeniem g4
A

i
|
l‘
|

Ruch postepowy

<
&1 > & ??

S5 B

M R-F-sin90 R-.F-sin90

E = — =

? ? ~ rozktad masy
Obrot ciata z przyspieszeniem €,
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Moment bezwtadnosci

Energia kinetyczna i-tego punktu materialnego:

6_

1 2 1 2 2
Eki = 5 ml, . vl, = 5 mi . ]/'l Q) _— : ....... Py m3
= i S R
E n e rg ia u k.i‘a d u p u n ktOW m ate rl a | nych .:"““‘-- .............. : = ==

g

a
L o
0 s
-----------------------

obracajgcych sie z takg samg

I
E, = Zmi-rf el Energia kinetyczna ruchu obrotowego
2 uktadu punktow materialnych

_ 2 2
Dla ukfadu punktéow materialnych I‘Zmi"?‘ [kg-m J
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Dla cigqgtego rozktadu mas 1 :jr:‘zdm

element masy
Moment bezwiadnosci zalezy od: odlegtos¢ od osi obrotu
- wyboru osi obrotu
- ksztattu ciata

- rozmieszczenia masy ciata

UWAGA!!! Moment bezwladnosci jest addytywny !!!
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Przyktad

Obliczy¢ moment bezwtadnosci prostokata o wymiarach
a x b igestosci powierzchniowej o, wzgledem:

a) podstawy a jako osi,

b) wzgledem osi prostopadtej do boku a, przechodzacej
przez srodek prostokata,

c) wzgledem osi prostopadtej do powierzchni prostokata i
przechodzacej przez jeden z jego wierzchotkow.
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Twierdzenie Steinera (o osiach
rownolegtych)

O Gdy obrét bryty o masie M nastepuje
wokot osi Z przechodzacej przez srodek £

masy to
I =1
z 0

O Jezeli bryta zacznie sie obraca¢ wokot osi
Z', rownolegtej do Z i oddalonej od niej o
odlegtos¢ a to

[Z' :]O +Ma2

Przykiad

Toczenie sie bez poslizgu walca mozna traktowac jako obrét wokét
chwilowej osi obrotu — punktu stycznosci z podtozem.
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Poroéwnanie podstawowych wielkosci
fizycznych i wzorow

Ruch postepowy
(staty kierunek)

Ruch obrotowy
(stata oS obrotu)

potozenie X (M) plczjfaiiivnele a (rad)
predkosc liniowa ~dx| predkosc katowa o — da
v (m/s) V=3¢ o (rad/s) dt
przyspieszenie , - v prZIZ S’chclsvsezime - dow
liniowe a (m/s?) dt (?:ad/SZ) dt
moment
Masa M (k9) |pezwtadnodci I (kg:m?)
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Poréwnanie podstawowych wielkosci
fizycznych i wzorow cd.

sita . = moment sity

F (N) F =ma M(N m) M = l&

ped . moment pedu = b

p(kgmys) [PV (kgmas) | BT
energia m energia I
kinetyczna E, (J) | Ex = > ¥ |kinetyczna E, (3) Er= 5@
o - uogolniona —
zas:(zlgaodmggﬁwiki F=P Zasaea M = dt
y dt dynamiki l

19
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Tensor momentu ‘
bezwtadnosci *  I=rxp

L= Z L; = Z(Fi x m;V;) = z(miﬁ' x V)
i i i

V,=@xF wiee L= ;=) [mfi x @ x7)]
[

i

ale skoro wektorami sg zaréwno:

Z,Fjaki @ Wiec majg one swoje

sktadowe x, y, z >
Zatem korzystajgc z przeksztalcen
rachunku wektorowego, ogolne rownanie
na L mozna rozpisac¢ na skfadowe...

Telekomunikacji - Kryminalistyka



i zastgpic¢ przez uktad trzech rownan:

L. =1 o, +]xya)y +1. o, _L 7
X
L, =1l,0.+],0,+], 0, < Ly =
L =Lo+] 0o +]_ o, L,
L=1 @

Moment bezwtadnosci nie jest jedng liczbg ale to tensor o

XX

2%

zX

Xy

Yy

zy

XZ

yz

zZ

sktadowych zaleznych od ciata, ktérego dotyczy — wyboru osi
obrotu oraz od symetrii ciata.

W ogolnym przypadku wektor L nie ma kierunku predkosci
katowej m, co jest przyczyng skomplikowanego zachowania

sie wirujgcego ciata sztywnego.

20.05.2025
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Wiasnosci tensora momentu bezwitadnosci

O Symetryczny: I, =1, (]xx I, ]xz\
O Mozna go zdiagonalizowac 1= Iyx Y ]yz
do postaci: I. 0 0 \]zx L, IZZ/
0 7, O

rozne od zera sg tylko wartosci osi

0 0 I gtownej

O Suma jest izotropowa, czyli jest niezalezna od orientacji ciata

wzgledem osi uktadu: I +Iyy +1. :szz‘”iz
i

[+, +1_ =2[rdn=2p(r) r*dV
[0 Gdy ciato ma symetrie £ J I{ ( )

osiowg np. wzgledem osi OZto I,, = 0
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Interpretacja elementow tensora
momentu bezwtadnosci

Dla uktadu punktow materialnych:
N N
Le= ) MG +93) = ) myrk
n=1 n=1

Dla ciggtego rozktadu masy:

L= j(x2 + y2)dm = jrzdm
4 X
kwadrat odlegtosci od osi OZ

Elementy diagonalne majg klasyczna
interpretacje, tzn. np. dla osi Y-

L,y = ]xzdm = j(rz —vy3)dm

20.05.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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Jezeli bryla jest niesymetryczna

wowczas Iyz% 0

N
Iyz = _ZmnYnZn

n=l

S
Jl

Az

Elementy pozadiagonalne pojawiajg sie gdy pojawia sie
asymetria — nie majg jednak bezposredniegj interpretacji

fizycznej.
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Liniowy rozktad masy

dm

Cienki jednorodny pret o dtugosci / i gestosci liniowej A =— = const
obraca sie wokot osi OZ 4
Z A
= E=
[yy 0 |
N Y
oraz [ _=1_= jrzdm ( = o—
X/ dm
/5 31/ 33
IZZ:}“_“ yidy = 22— _tm L
31, 31(8 8
-/

_mZZ3 _m12

]ZZ o
3/ 8 12

Jezeli przesuniemy o0s obrotu na koniec preta, to I'= ?

czyli
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Powierzchniowy rozktad masy

Cienki jednorodny dysk o promieniu R i gestosci 4

' : : dm
powierzchniowej o = —
A)

I =1

XX yy

]zz :jrzdm dm=o-ds = o 2x rdr

. r 3 m R* mR’
wiec [_ = 2720_[1/ dr =27 — =
) nR* 4 2

pozostate momenty bezwtadnosci obliczymy korzystajac z
wtasnosci ciata o symetrii osiowej - wtasnosci tensora momentu
bezwitadnosci:

Lo+1,,+1., :2jr2dm :2jp(r)-r2dV
4
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Wiadomo, ze dla ciggtego rozktadu masy:

Io+1,,+1 =2[rdm|=2[r’cdV
V V

Dla rozwazanego dysku
_ L dar
]xx — [yy
otrzymujemy wiec X Y
p m R’
2 +1.=2[rldm=2[FodS = 202z |r'dr=2——2z—=mR’
< g R 4
2
a wiec 21 . + mR R
Stad J =] = mRz J — mR2
XX yy 4 zz 2
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Lub obliczajac inaczej:  skoro I, =1, =I(r2 —xz)a’m

a x’ty’+z2=p’ oraz x=y awiec r’=2x’ = x> =%’

2 2 R4
I.=1, =j —— GdSZGjr—2ﬂTdr= m272'
< 2 2 7R 4
R2
=1, =1,=—

XX yy 4
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Powtoka kulista (sfera) Lw + 1,y + 1, =2 j ==
|74

Gestos¢ powierzchniowa powtoki o promieniu R

. dm _ _ _ Zy
WYynosi o = e Skoro jest symetria kulista to:
s
_ _ 2

[,=1,=1_ =3I, =2[r’dm |

2 2 ........

3 3
Lub inaczej: x2+ 2+ 22 =12 oraz x =y=z = r?=3x?

XX zZ
Yy 3 3

r? 2 r 2, 2 2
x2:? czyli I =1 =1 =j re—— dng"‘r dm = —mR
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Objetosciowy rozktad masy

e Kula o promieniu R i gestosci objetosciowej p

2 )
Loy =5 R°M dm
liewii = Jdl\ r
sfery 3 \ /
dl = grzdm ~ X\ adr
- [~ I
M 2
dV = 4m?d I = J-Sﬂ ortdr = i —— pR> = i R> =|= MR?
15 15 4 R’ 5
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e Symetria cylindryczna

walec o promieniu podstawy R, wysokosci H i masie M

Z
LRz + Ly 0 0
Y 4 12
I, = 0 Lyrr e Ly o
= 4 12 1
0 0 — MR?
L 2 -
cienki pret o dtugosci L i masie M
Zé = | =
. — ML* 0 0
R 12
> 1
I,=| 0 —MLI* 0
X H 12
0 0 0
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Toczenie bez poslizgu

Toczenie bez poslizgu jest specyficznym rodzajem ruchu
bryty sztywnej, bedgcym ztozeniem ruchu postepowego
srodka masy i ruchu obrotowego wokot srodka masy.

Przyczyng toczenia jest wystepowanie tarcia statycznego.

2R

sSm

20.05.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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wWR

wR

ruch obrotowy
woKoOt osi
przechodzgcej
przez srodek
masy

Vem
ruch postepowy

Vin = OR

wR®v=O

toczenie bez
poslizgu jako
ztozenie ruchow

a,, =€R

20.05.2025
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Przykiad:

Cziowiek trzyma za jeden koniec deski o diugosci L opartej drugim
koncem na walcu o promieniu R. Nastepnie cztowiek zaczyna is¢
pchajgc deske, ktéra bez poslizgu toczy sie po walcu, ktory toczy sie po
podtozu.

Jakg odlegtos¢ musi przejs¢ cztowiek aby koniec deski dotart do walca ?

Czyljak zalezy to od promienia walca ?

_ ]
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Rozwigzanie:

W czasie t srodek walca przebedzie
odlegtos¢ S=L=v"t

W tym samym czasie gorny punkt
stycznosci z deskg przesunie sie na
odlegtos¢ 2 v-t=2L

Czyli cztowiek bedzie musiat
przebyc¢ odlegtos¢ 2L niezaleznie od
promienia walca.




Energia toczgcego sie ciata.

catkowita

energia kinetyczna

= +
Ey Ekp Exo energia kinetyczna
ruchu obrotowego
energia kinetyczna 1 5
Ek :_]Oa)
ruchu postepowego =
1

E\, = Emv ~— v, =0R

N

2
Ek =—mR &) + — [00)
2
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Catkowita energia kinetyczna

walca E,,=—mR°0"+—mR 0" =—mv__
1 o | » o 1 2
kuli E, =—mR“0"+—mR“®0" =—mv;
R 5 T—
= 2
I, =mR
obr
Evobreczy > Exwaica > Exkuii
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Przyktad

Na jednorodny walec o masie m i promieniu R nawinieta
jest nitka, ktorej wolny koniec zaczepiono do sufitu.
Swobodnie puszczony walec spada obracajac sie i powoduje
rozwijanie sie nitki — jak na rysunku obok.

Ruch obrotowy walca wywotany jest dziataniem momentu

sity M = mgR. 7>
@ ——
Przyspieszenie liniowe a=R—— znajdujemy

. dt’
; . d g — R
Z rownania ruchu M =1— gdzie I jest
dt -

momentem bezwitadnosci walca. md

A 4

|
Tak wiec meR = — mR* skad a g! a=2/3g
gR == /
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Zasada zachowania momentu pedu

W uktadzie inercjalnym M, 2, Zmianie momentu pedu
wypadkowy moment sit _ = bryty sztywnej
jest rowny
Jezeli M. =0 to aL = czyli L = const

zew
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Przyktad

Na rysunku przedstawiono

studenta siedzgcego na

stotku obrotowym. Student

pozostaje w spoczynku, HRW, 1
trzymajac w reku koto
rowerowe, ktore ma moment
bezwtadnosci I,=1.2 kg-m2
wzgledem swojej osi. Koto
obraca sie z predkoscig kaqtowg
w, = 3,9 obrotow/s. W pewnej
chwili student obraca koto w
wyniku czego student, stotek i
srodek masy kota zaczynajg si€
obracac razem wokot osi obrotu
stotka. Moment bezwtadnosci
tego ciata ztozonego wynosi
[.=6,8 kg -m2. Obliczyc predkosc _
Kqtowg W ., PO obroceniu kota. wEREEIEET
W jakim kierunku obraca sie

student wraz z kotem?
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Rozwigzanie

Z zasady zachowania momentu pedu:

— —

B = _)+ B ' L przed = LPO

Lkoia Lciaia ~Liota

przed po
Eciala
' ?Zkola : J}_Ekcﬂa LC B 2Lk
3 ::mggfﬂm%uld [ }
x \,_,"": @iz.mkoia
wmfwj ) a)ciailc = Za)k]k
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