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WSTEP

W trakcie pomiaru uzyskujemy wartosci rozniace
si¢ od przewidywan teorii. Gdy doswiadczenie
staje si¢ doskonalsze, niepewnosci pomiarowe
maleja. W ogolnosci rozbieznos¢ miedzy teorig 1
eksperymentem zalezy od:

- Niedoskonatosci cztowieka (osoby

wykonujacej pomiar)
- Niedoskonatosci przyrzadow pomiarowych

- Niedoskonatosci obiektow mierzonych



Terminologia
,,N1epewnosc¢” a blad pomiaru

W przypadku pojedynczych pomiaréw stosujemy okreslenia:

Blad bezwzgledny: A=X-X, (1) [wymiarx]
Btad wzgledny: S = A (2)  [bezwymiarowe]
X 0

(Gdzie X— wartos¢ zmierzona, X, — wartos¢ rzeczywista



Niepewnosc

Wielkosci okreslone wzorami (1) 1 (2) sa pojedyncza
realizacja zmiennej losowej 1 nie wchodza do teoru
niepewnosci. W  praktyce nie znamy = wartoscl
rzeczywistych  wielkosct  mierzonych 1 szacujemy
niepewnosci pomiarowe wynikajace ze statystycznych
praw rozrzutu pomiarow.

Niepewnosc¢ jest parametrem zwigzanym z pomiarem.

Istotny jest rOwniez problem niepewnosci przypisywane]
wielkosct zlozonej (wyliczane; ze wzoru fizycznego)

Y= f(X19X29°"Xn)



Podzial bledow

Wyniki pomiarow podlegaja pewnym
prawidtowosciom, tzw. rozktadom typowym dla
zmienne] losowej. Z tego wzgledu bledy dzielimy
na:
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y grube (pomytki) - eliminowac

y systematyczne - poprawki

vy przypadkowe — podlegaja rozktadowi

Gaussa, Wynlkajq z wielu losowych przyczynkow,
nie dajq si¢ wyeliminowac



Typy oceny niepewnoscit wg nowe]
Normy

Typ A
Metody wykorzystujace statystyczng analize serii pomiarow:
wymaga odpowiednio duzej liczby powtorzen pomiaru
* ma zastosowanie do bledow przypadkowych

Typ B

Opiera si¢ na naukowym osadzie eksperymentatora
wykorzystujacym wszystkie informacje o pomiarze 1 zrodtach
J€g0 niepewnoscl
estosuje si¢ gdy statystyczna analiza nie jest mozliwa
«dla biedu systematycznego lub dla jednego wyniku pomiaru



TYPB



Teoria niepewnosci maksymalne;j

To podejscie zaktada, ze mozna okresli¢ przedziat wielkosci
mierzone] x, w ktorym na pewno znajdzie si¢ wielkosc
rzeczywista. W zapisie

X + AX

gdzie AX jest niepewnoscig maksymalng

nie postugujemy si¢ rachunkiem prawdopodobienstwa.



Metoda rozniczki zupeinej

Dla wielkosct ztozone) y=f(X;,X,,...X,) gdy niepewnosci
maksymalne AX; , AX, , ... AX, sa male w porOwnaniu z
wartosciami zmiennych X;,X,, ... X, niepewnos¢ maksymalng
wielkosci y wyliczamy z praw rachunku roézniczkowego:

oy
0X,
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0X,

Ay = AX, |+ ... + AX, 3)

AX, |+

9y
OX,



Przyktad

Z pomiaréw Uil wyliczmy R=U/I

Niepewnoscit maksymalna oporu (wg. wzoru 3)

AR:(?RAU+8RAI oR _1 8R:_U2
oU ol o | ol I
AR ::AU +:J2AI
AR AU Al
= +
R U I

Na wartosci AU 1 Al maja wptyw doktadnosci przyrzadow.



Dla miernikow analogowych korzystamy z klasy
doktadnosci przyrzadu, np.

klasa - zakres
100

AU =

Dla miernikéw cyfrowych niepewnos¢ jest najczesciej
podawana w 1nstrukcji obstugi jako zalezna od
wielkosci mierzonej X 1 zakresu pomiarowego Z

AX =C/X+C,Z

np. multimetr ¢,=0.2%, ¢,=0.1%

przy pomiarze oporu R=10 kQ na zakresie z = 20 kQ da
niepewnos¢ AR=0.04 k€, tj. rOwnowartos¢ 4 dziatek
elementarnych



Dawniej uwazano, ze miarg biedu
systematycznego  moze  by¢  tylko
niepewnos¢ maksymalna. Nowa Norma
traktuje btad systematyczny jako zjawisko
przypadkowe, gdyz nie znamy a priori
jego wielkosci 1 znaku. Norma zaleca
stosowanie niepewnosci standardowej U.

A zatem dla przyktadu omawianego:



Niepewnosc standardowa

Jest miarag doktadnosci pomiaru uznawang za
podstawowa. Definicja mowi:

Niepewnosc¢ standardowa jest oszacowaniem
odchylenia standardowego.

Symbolika: u lub u(x) lub u(stezenie NaCl)

1. Rezultat pomiaru jest zmienna losowa, ktore;j
rozrzut charakteryzuje parametr zwany
odchyleniem standardowym

2. Dokladnej wartosci odchylenia standardowego
nie znamy. Niepewnos¢ standardowa jest jego
niezbyt dokladnym oszacowaniem.



Niepewnos¢ U posiada wymiar, taki sam
jak wielkos¢ mierzona

Niepewnos¢ wzgledna u(X) to stosunek
niepewnosci (bezwzglednej) do wielkosci
mierzone;:

0, (X) = U(X)

Niepewnos¢ wzgledna jest wielkoscia bezwymiarowa
1 moze by¢ wyrazona w %



TYP A



Rozklad normalny Gaussa

Gestos¢ prawdopodobienstwa wystapienia wielkosci x lub
jej btedu Ax podlega rozktadow1 Gaussa

(D(X)Z 1 exp (_ (X—X§)2]

o217 20

X, Jest wartoscia pajbardziej prawdopodobng 1 moze by¢ nig
wartos¢ srednia i "

o(x)

X

G jest odchyleniem standardowym )

o jest wariancja

W przedziale X;-6 < X < X,+c miesci si¢ ok. 68% wszystkich
pomiarOw



Rozklad normalny Gaussa




Prawo przenoszenia niepewnosci

Niepewnosc¢ standardowa wielkosci ztozone;
y=1(X;,X,,...X,) obliczamy z tzw. prawa
przenoszenia niepewnosci jako sume geometryczng
rozniczek czastkowych

2 2 2
u.(y)= \/{%u(xl)} + L;Xiu(xz)} + .t L;Xiu(xn)}
1 2 n

U (Y)
y

Uer (y) —



Metoda najmniejszych kwadratow
Regresja lintowa

f(x)=ax+b
a=3.23, b=-2.08




Warunek minimum funkcji dwu
zmiennych:

2 2
STy S,
oa ob
Otrzymuje si¢ uktad réwnan liniowych dla niewiadomych a1 b
2

Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymuje si¢ wyrazenianaaib
N2 XiyYi— 2 X2 Y
W
p_ ZX X Yi XXX XY,
W

a =




W =nYx’ _(in)z

Z praw statystyki mozna wyprowadzi¢ wyrazenia
na odchylenia standardowe obu parametrow
prostej:

82
u(a) = ‘/ — 1/
u(b)_u(a)wf
n




Przyktad zastosowania regresji
lintowe) y=ax+b

X=F/k+x
1 Uk=a=4.45%0.15, x,=b=0.467+0.08

0.0
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FN]




Regresja liniowa jednoparametrowa
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