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Rys historyczny - sytuacja nauce na
przetomie XIX/XX w

Przed 1900r. - zjawiska wyjasniano poprzez fizyke klasyczna:

- rownania Newtona - opis w skali laboratoryjnej i astronomicznej

- na ich podstawie -ruch czgsteczek w gazach -kin. teoria gazéw

- 1897 - odkrycie elektronu — jest jak czgstka newtonowska

- Young, Hertz - opis falowy Swiatta i fal elektro-magnetycznych

PROBLEM - jak wyjasni¢ widmo ciata doskonale czarnego, ciepto
wilasciwe ciat statych w niskich temperaturach ?

1900 - Planck — kwanty promieniowania E = hv wyjasnienie
widma promieniowania

1904 Einstein teoria kwantéw = wyjasnienie zjawiska fotoelektr.
1913 Bohr - skwantowanie poziomow energetycznych atomu

do roku 1924 - materia jest ztozona z dyskretnych czgsteczek
newtonowskich

1924 - de Broglie — materia ma dualny charakter 4 = h/p
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Uogolnienie hipotezy de Broglie przez Schrodingera
dato poczatek ,nowej” mechanice kwantowej.

Tak wiec z elektronami i innymi materialnymi czgsteczkami zwigzana
jest opisana przez de Broglie’a fala materii.

Funkcja opisujgca przemieszczanie sie tej fali nazywa sie funkcja
falowa. Funkcja ta reprezentuje tylko jedng czgstke a nie rozktad
statystyczny wielu czastek, sama funkcja falowa nie ma sensu

fizycznego, a ma go dopiero jej kwadrat.

Poniewaz funkcja falowa moze przyjmowac wartosci zespolone, to w
notacji zespolonej, fale te mozna zapisac jako:

Y(x,t) = Ae!F*¥=®Y) — A(coskx —isinwt)

. E _ p i(px—Et)
gdzie w= P k = n lub W(x,t) =4e
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Zarowno funkcje falowe Y(r t) lub ¥(x,t) jak i ich pochodne po
potozeniu muszg byc:

- ciggte,

- jednoznaczne oraz

- W(x, )¥(x,t) = |¥(x, t)|? jest prawdopodobienstwem przypadajacym na
jednostke dtugosci osi x, znalezienia czastki w chwili t w punkcie x.

Ta funkcja falowa jest rozwigzaniem pewnego liniowego rownania
rozniczkowego - rownania Schrédingera.

Poprzednio poznalismy dla przypadkéw jednowymiarowych:
0%y 1 0%y

Dla fali akustycznej:  v(x,t) = Asin(kx — wt) 4—) 322 = 2 9i2

0’E,  0'E,
Dla fali E(x,t) = k. cos(wt-kx) e Ho& o
elektromagnetycznej: B(x,t) = B, cos(at-kx) ) 0B, 0B,
y —Hoéo— 5
ox ot
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a dla fali de Broglie’a W(x, t) = A(coskx —isinwt) < ?

sposoOb poszukiwania rownania falowego jest podobny, ale nie da sie
go wyprowadzi¢ ani z rownan Newtona ani Maxwella — musi ono byc¢

zgodne z postulatami de Broglie’a i Einsteina:

h
« spetniona jest relacja de Broglie‘a: A= 7l
« przyjeta zostata klasyczna definicja p?
(nie relatywistyczna) energii catkowitej: E= ﬁ"" V(x)

Jezeli czgsteczka swobodna opisana przez funkcje W(x,t) = Ae'kx-wt)

ma niewielkg predkosc (gdy energia catkowita E = E, ), to jej ped:

2 2% 2
p = kh a energia: E = L =ﬂ
2m 2m

dlafai E=hv=h—= tzw. ZWiQZGk hk?

2z dyspersyjny o i K:

W /4 wiec otrzymujemy
e

2Zm

=
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Poszukiwania odpowiedniego

rownania falowego — rownanie Schrodingera
|

Podobnie jak dla innych rownan falowych obliczamy pochodne (po t i x)

. , : : =
wyjsciowego réwnania fali: ¥ (x,t) = Ade" )
¥ x,t . azlp X, t '
(gt ) = —jiw éel(kx—wt) = —iwW(x,t) 6(2 ) — |2 gellkx—wt) — —K2W(x, 1)
W(x,t) X D

2
oraz wykorzystujac zwigzek dyspersyjny o < k (a):sz
m

1 W(x,0) _ . 0¥

otrzymujemy
2m @xz ot

Jest to ogolne rownanie Schrédingera dla czasteczki swobodnej o statej
energii kinetycznej E (nie uwzgledniamy energii spoczynkowej).
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Jezeli na czastke dziata sita okreslona przez energie potencjalng
V(x) zalezng od potozenia czgsteczki, —— vV (x)
to wowczas jej energia kinetyczna () == 0x
2
E, - P _ E—V(x) Otrzymujemy wowczas rownanie

2m
2 A2
- j(f D (E-r ()0
X
Zgodnie z postulatem Einsteina £ =%w oraz a)ql(x,;):ia?é?t)

oW (x, t)
ot

Mamy zatem ogodlne rownanie Schrodingera dla czgsteczki
poruszajgcej sie w potencjale V(x).

zatem EY(x,t) = ih

2 A2
_h” 0" (x,1) VW) = if oY (x,1)
2m 8x2 Ot
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Rozwigzaniem jest iloczyn funkcji, z ktorych kazda zalezy tylko

od jednej zmiennej metoda separacji

Y(x,t) =w(x) () zmiennych
Podstawiajac do ogdlnego rownania Schrodingera

2
_i(p(t)d '/’gx) +V (O ()p(t) = ihw(x) do(1) i rozdzielajac zmienne
2m dx dt otrzymamy réwnanie:
2 2 .
n: 1 d ngx)w(x): ih do(t)
2my(x) dx o(t) dt

Lewa strona tego réwnania nie zalezy od t, a prawa nie zalezy
od x. Wynika stad, ze wspodlna dla obu stron rownania wartosc
musi bycC stata - jest to energia catkowita czastki E

Et
Rozwigzaniem prawej strony réwnania jest funkcja ¢(t) =e

Natomiast lewa strona daje rownanie:
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A2 1 d%P(x) B h? d?y(x)
- 2my(x) dx? V) =E = | " 2m dx?

+ V(x)y(x) = Ey(x)

Jest to réwnanie Schrédingera niezalezne od czasu
— energia potencjalna V(x) jest stata w czasie.

Poprawne fizycznie rozwigzania istniejg tylko dla niektorych
wartosci energii E — sq to tzw. wartosci wtasne.
Kazdej wartosci wtasnej odpowiada funkcja wifasna y(x).

V2m(E=V(x))
y(x) = Ae h

Funkcje wtasne i ich pochodne muszg mie¢ nastepujace
wtasciwosci:
muszg by¢ — skoriczone, jednoznaczne i ciggfte.
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Kazdej funkcji wtasnej y(x) odpowiada funkcja falowa ¥(x,t),
ktora jest rozwigzaniem ogolnego rownania Schrodingera:

A% 029 (x, t) = 0¥ (x, t)
2m  0x?2 (¥, 6) =1 ot
B
_ h , , :
F(x,0) =y (x)e Zatem rozwigzaniem ogolnego rownania

Schrodingera jest tez kombinacja liniowa

funkcji falowych
E t

n

W(x,0) = O, (x,0)+ W, (x,0) + .+ C, P, (x,0) =y (x)e '
podstawiajqc hk = p ho = E

I(px—Et)
lub W(x,t) = Ae h

1ot

otrzymujemy WY(x,t)=y(x)e

Jest to rownanie fali biezacej.
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Dla czasteczki swobodnej

mozna zatozyc, ze V(x) = 0 zatem rownanie Schrédingera
niezalezne od czasu przybierze postac:

h? d?y(x)
= =E
2m  dx? y(x)
. . . kx . 2mE
Szukamy rozwigzania w postaci  y(x) = Ae k=i |—

. [2mE . [2mE
w(x)—Ael 72 x+Be Wz np. dla rozwigzania ,+"” to:

fala biezgca

w kierunku Y(x) = Ae™ = A(cosk x + isink x)
.+ 0Si X
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Y(x,t) = AetF*¥=®Y) = A(coskx —isinwt)

Funkcje falowe stosowane do opisu ,czgstek” takich jak
elektrony to ,fale prawdopodobienstwa”. Tam gdzie
amplituda funkcji falowej jest mata, prawdopodobienstwo
znalezienia czastki jest mate. Funkcje falowe majq fazy co
pozwala im interferowac jak wszystkim innym falom.

Zwigzek funkcji falowej z zachowaniem czgstki wyraza sie za
posrednictwem gestosci prawdopodobienstwa -
(prawdopodobienstwa na jednostke dtugosci osi X, znalezienia
czastki w poblizu punktu o wspoétrzednej x w czasie t).

p(x,0) =¥ (6, NW(x,1) =W (x,0)|

“d*F =1 <« warunek normalizacyjny

+00
oczywiscie J-|l//(f,l‘)
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Podsumowanie - jednowymiarowe
rownania Schrédingera

Ogodlne réwnanie Schrédingera dla

czgsteczki swobodnej o statej energii n* 82T(x,t) _i o¥(x,t)
kinetycznej (nie uwzglgdniamy “om a2 By
energii spoczynkowej tzn. £ = E,).

Niezalezne od czasu réwnanie R d%Y(x) =
Schrédingera dla czgsteczki swobodnej 2m dx2 Y

: f2mE . |2mE
l 5 X —1 h2 X
w(x)=A4de' "™ +Be

Rozwigzaniem sg funkcje falowe:
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Ogolne rownanie —
Schrédingera dla _h" o"¥(x, 1)
czgsteczki poruszajacej 2m  0x?

+ V(x)¥(x,t) =ih

oW (x,t)
ot

sie w potencjale V(x).

=
Rozwigzaniem sg funkcje falowe: Y, (x,0) =y (x)e "

E t

n

Rownanie Schrodingera niezalezne h2 d%(x)

od czasu — energia potencjalna V(x)

- 2
jest stata w czasie. 2m dx

+V(0O)Y(x) = EY(x)
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Zastosowanie rownania Schrodingera -

nieskonczona studnia potencjatu

|
Nieskonczenie duzy potencjat na krawedziach studni nie pozwala

elektronom opusci¢ obszaru 0<x<L; w tym obszarze elektron jest
swobodny, a na zewnatrz studni, gestos¢ prawdopodobienstwa

znalezienia elektronu wynosi zero

V(x)> o V(x)=0 Warunki brzegowe:
py(0)=w(L)=0
W obszarze wewnatrz studni, tj. dla O<x<L,
niezalezne od czasu rownanie Schrodingera
ma postac: R
———yx)=Ey(x)
« 2m dx
> : s
=0 m— Proponowane rOZW|qzan|2e. 2
: hk
w(x)=Asin(kx) gdy: | E =
2m
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dyskretne poziomy

Stosujgc warunki brzegowe: dla x=L, y=0 energetyczne
Sta_d : sm(kL) =0 =/ fkl=nr 25E, n=5
k:ﬂ dlan=1,2,..
L
16E, n=4

Energia elektronu przyjmuje tylko wartosci

dyskretne
9F, n=23
- - 2
Energia jest P o= h (?m)z
skwantowana T oam \L 4K, n=2
Eo n=1]
. — 7 s - E=0
Najnizsza wartosc energii E; (stan
podstawowy dla n=1), energia drgan . _ hir?
zerowych L yul?
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Zastosowanie rownania Schrédingera
dla bariery potencjatu

O Czgsteczka o masie m i energii E porusza sie w kierunku
dodatnim osi X, napotykajgc w x = 0 potencjat
schodkowy o wysokosci V, — jak na rysunku.

Przyjac E < V,. L V(x)
I
Z réwnan klasycznych wynika ze: - V(x)=Vo
energia czasteczki | -
P V(x)=0 X

E=F E E=—4+4YV >

k + p 2m + (X) >
dlax <0

P’ p’ L
bE=-— dax>0 E=_—+V@<Vm=F = ”—

czgsteczka nie moze wejs¢ w obszar x > 0 !/
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rownanie Schrodingera dla obszaru I:

P diy(x)
2m  dx?

x <0 = Ey(x) Jjak dla czasteczki swobodnej

Rozwigzaniem ogolnym jest funkcja wiasna - fala biezaca:

: , gdzie k, obliczamy
W, (x) = Ae™™ + Be 5~ podstawiajgc rozwigzanie

fala biezaca fala odbita w do rownania dla obszaru I:

w kierunku  kierunku ,-, N2mE
II+" OSI X OS| X kl = h

rownanie Schrodingera dla obszaru II:

2 2
— LTV ()= B ()

x>0
2m  dx
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Rozwigzaniem jest podobna funkcja wtasna - fala biezaca:

W () /+D€ *2x  gdzie _\/zm(E )

gdy X — +oo rozbiezne wiec C = 0

W, (X) = De™*
ostatecznie: (
= = (1 + &jeik = [1 — ij “kr dla x<0
w(x)=9 2 k, 2 k,
= De™* dlax>0

Y'Y=DDe™ >0 !

D mozna obliczy¢ z warunku normalizacji
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[0 Padajgca na bariere czgsteczka
ma energie £ > V,

_____ =
klasycznie — przejdzie bez problemu, V(x)=V,
z pedem 2
P& p[%m:E_VO I I1
, V(x)=0

kwantowo — moze sie odbic. = =

h? dy(x
Dla obszaru I: - W§ ) = Ey(x)

2m  dx

yw(x) = Ae™> + Be k>

Wt(x, t)'V(x, t) dlakazdego !

h? dw(x
Dla obszaru II: - A€ =(E-V ) p(x) _
2m dX2 (16/9) A*A
= — Celkax _Pu
brak odbicia » Yu(x) = Ce 2= |
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Skonczona bariera potencjatu

Energia potencjalna elektronu ma postac:

- 0 dla x<-a (region I)

4 V(x)
V(x)= < Vydla —a<x<a (region II) : |
. 0 dla x>+a (region III) | [ Voy
wysokosc
Kiedy czastka majgca okreslony ped i bg/riery V,
energie zbliza sie do bariery potencjatu |
moze zostac rozproszona. Wynik, ktory Lo =
otrzymujemy w fizyce klasycznej { }
(transmisja lub odbicie) zalezy od relacji RegionI! RegionII | Region III
' |

pomiedzy energig czastki i wysokoscig |

bariery. W mechanice kwantowej wynik
jest inny i nieoczekiwany.

& n

szerokosc bariery 2a
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[0 W mechanice kwantowej :
Jezeli E>V,, to czastka przechodzi ponad barierg lub odbija sie od niej

Jezeli E<V,, wtedy istnieje niezerowe prawdopodobienstwo, ze czastka
przejdzie przez bariere; jest to tunelowanie

Incident wave

Funkcje falowe mozna otrzymac

jako rozwigzania rownania A e, c TOET v 0 %
Schrddingera niezaleznego od l 5 SRR S 9
czasu: | !
d*y(x) 2m
[0 W obszarach Ii III, kiedy V(x)=0 : 102 + 2 Ey(x)=0
' i sdi . d’y(x) 2m
[0 W obszarze Il rownanie Schrédingera : - (Vo _E)./,(x):()
dx h

W obszarach tych rozwigzania sq w formie fal ptaskich
poruszajacych w prawo lub w lewo
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Funkcje falowe mozna otrzymac Incident wave

jako rozwigzania rownania T/\/\
1

Schrddingera niezaleznego od
czasu:

Transmitted wave

U0

h* d?
—%gw(x)w(x)w(x) Ey(x)

[1 W obszarach Ii III, kiedy V(x)=0 :
dzw(x) 2m

d? h
[0 W obszarze II rdwnanie Schrédingera :

- Ey(x)=0

d 2
d’/;ﬁx) 2V~ Ep(x) =0

W obszarach tych rozwigzania sg w formie fal ptaskich
poruszajgcych w prawo lub w lewo

21.01.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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kx

0 Obszarl _ 2mE

w(x)=e"" +R e k' -
| | | J
I |
fala fala
padajaca odbita
- i , 2m
[0 Obszar II p(x)=Ae" +B e ™" 9= (E-V,)

wspoifczynniki A i B mozna okresli¢ formutujgc odpowiednie warunki fizyczne

D Obsza r III W(_X) — Teikx Incident wave

——

tylko fala 1 T Reflected wave & . _‘“- d_ MMMMM f
przec hodz aca J ]I Transmitted wave .
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Przyktady tunelowania: rozpad alfa, dioda
tunelowa, skanningowy mikroskop tunelowy
(scanning tunneling microscope STM)

Tunelowanie przez bariery ma wiele zastosowan
(zwtaszcza w elektronice), np. dioda tunelowa, w
ktérej prad elektronowy Jest kontrolowany przez
wysokosc¢ bariery.

[0 Najwczesniejsze zastosowania tunelowania (lata 20-te
XX w.) pojawity sie w fizyce jadrowej: rozpad alfa
(George Gamow, Ronald Gurney, Edward U. Condon) i
synteza Jqdrowa

OO0 W 1958 roku %aponskl fizyk pracujacy w Stanach
Zjednoczonych, Leo Esaki, zaobserwowat je w silnie
domleszkowanym ztqczu po’rprzewodmkowym typu p-n.
Efekt ten wykorzystany zostat w dziataniu diody
tunelowej, pozwaIaJaLceLw tym czasie konstruowac
oscylatory i wiele innych szeroko stosowanych uktadow
elektronicznych.
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W 1965 roku amerykanski flzfyk norweskiego pochodzenia,
Ivar Giaever zaobserwowat efekt Josephsona polegajacy
na tunelowaniu par elektronow miedzy dwoma
nadprzewodzgcymi elektrodami

W 1973 nagrode Nobla w fizyce otrzymali Leo Esaki (za
tunelowanie w potprzewodnikach), Ivar Giaever (za
tunelowanie w na przewodnlkach) i Brian Josephson
(ztacze Josephsona, szybkie urzadzenie przetgczajace
dziatajqce w oparciu o kwantowe tunelowanie)

W potowie stycznia 1979 Gerd Binnig i Heinrich Rohrer
przedstawili pierwszy patent odstaniajgcy tajemnice
skaningowego mikroskopu tunelowego.

W 1986 nagrode Nobla otrzymali Gerd Binning i Heinrich
Rohrer za skanningowy mikroskop tunelowy STM
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Exit
barrier h

Rozpad alfa B%»’-.! o8

<}:1 :{) Electric i

Niestabilne jadro atomowe ulega
przemianie w inne jadro z emisjq

czastki o (jadro helu .He ) 30

Przyktad: =
=

2 Ra—>"CRn+a+4,8TMeV ¢
g 10

Bariera kulombowska dla czgstek alfa w
jadrach o duzych liczbach masowych wynosi
ok. 30 MeV. Z punktu widzenia klasycznego
bariera ta nie moze byc¢ wiec pokonana przez
czgstke o energii kilku MeV.

force C

i @ Nuclear

Y § force

Tunneling model of
alpha emission

% i
|||| ﬁgfl\.—'\i

]
FG 20 30 40
Separation of centers (fermis)

Zastosowanie — czujniki dymu - rozpadajgce sie jgdra pierwiastka

ameryk-241 emitujg czgstki a pochtaniane przez dym.
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Scanning tunneling microscope
STM

Trzy kwarcowe beleczki tworzg uchwyt

piezoelektryczny o wtasciwosciach sprezystych iy
zaleznych od przytozonego pola elektrycznego
sg sterujg ruchem przewodzgcego ostrza (tip) Zasada dziatania
Po powierzchni. [0 Ostrze i prébke zblizamy na

gl odlegtos¢ okoto 1 nm.

R : O Nastepnie przyktadamy roznice

Quartz potencjatow U rzedu 1-3 V
\ T~ [0 Przemieszczajac teraz ostrze ponad
Tip ) badang powierzchnig, system

{(jwf,ﬁmgu{\ o rejestruje zmiany pradu tunelowego

w funkcji odlegtosci ostrze-prébka

Ilos¢ elektronow, ktore przeptywajg pomiedzy powierzchnig a ostrzem
w jednostce czasu (prad elektryczny) jest bardzo silnie zalezna od
odlegtosci ostrze-powierzchnia.
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../Demo/Surface studies with a scanning tunnelling microscope [english] (online-video-cutter.com).mp4

Pomiar pradu tunelowego bedacego
miara wertykalnego polozenia ostrza

51&

i
:

System

]  zgrubnej

Petla sprzezenia
zwrotnego do
kontroli
wertykalnego
polozenia ostrza

Ostrze
probkujace

Skaner piezo-elektryczny
przesuwajacy probke pod
ostrzem (lub odwrotnie) w
systemie skaningowym
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Droga ostrza
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O Tryb statej wysokosci

W trybie statej wysokosci ostrze
przemieszcza sie w ptaszczyznie
poziomej, na statej wysokosci.
Prad tunelowy zmienia sie wraz
z topografia badanej prébki i
lokalnych witasnosci
elektronowych. Prad tunelowy
zmierzony w kazdym punkcie
nad powierzchnia probki tworzy
zbior danych na podstawie
ktorych powstaje topograficzny
obraz badanego materiatu
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0 Tryb statego pradu

T I = const ( mierzony prad )
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Droga ostrza
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W trybie statego pradu wykorzystuje
sie tu ujemne sprzezenie zwrotne y
zapewniajgce stata wartos¢ pradu tunelowego. Uzyskuje sie to poprzez
dopasowanie potozenia ostrza nad kazdym punktem pomiarowym, np.
kiedy system wykryje wzrost pradu tunelowego to zmienia napiecie
doprowadzane do piezoelektrycznego uchwytu ostrza tak by zwiekszyc
jego odlegtosc i przywréci¢ ustalong wartosc¢ pradu .
W tym przypadku to pionowe przemieszczenia ostrza dostarczajq
danych do tworzenia obrazu.
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Rozdzielczos¢ obrazu zalezy od rozmiardw ostrza. Poprzez podwyzszanie
temperatury lub zastosowanie silnego pola elektrycznego mozna
,Wyciggac” atomy wolframu warstwa po warstwie tak aby pozostat
pojedynczy atom rozmiarow rzedu 0.1 nm.
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STM w London Centre
for Nanotechnology

Najmniejszy cztowiek
Swiata.

Posta¢ zbudowana z
czgsteczek tlenku
wegla osadzonych na

i; e p O W | erzZcC h N | p I a ty 8] y Fot. InternetSTh Image Gallery

Innym waznym zastosowaniem STM jest nanotechnologia. Ostrze
moze podnosi¢ pojedyncze atomy z powierzchni metalicznej i tworzyc
nowe struktury w nano-skali (np. powstawanie sztucznych molekut)
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Przyktady obrazéw STM
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Obraz powierzchni krzemu o wymiarach 50x50 nm.

21.01.2025 Wydziat Informatyki, Elektroniki i
Telekomunikacji



Obraz (236nm x 192 nm) nici DNA poddanych liofilizacji i pokrytych
przewodzgcq warstwg Pt-Ir-C.

Nanokwiaty (9nm x 9nm) z siarczanu !
kobaltu na monokrysztale ztota (111)
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Mikroskop SPM Badane oddziatywania informacja
3-D topografia: rozmiar, ksztalt, nierdownosc
STM Prad tunelowania powierzchni. Struktura elekiryczna powierzchni i

mozliwa elementarna identyfikacja(spektroskopia
stm)

kontaktowy AFM tapping mode AFM

Miedzyatomowe, miedzyczasteczkowe

3-D topografia: rozmiar, ksztalt, nierownosc

oddziatywania powierzchni.
bezkontakiowy AFM Miedzyatomowe, Im@dzypzqsteczkuwe 3-D Fupugralfla: rozmiar, ksztalt, nierdwnosc
oddziatywania powierzchni.
LFM Sily tarcia lel'ZII'IICE sit Itlarc:m w réznych miejscach
powierzchnii
Rozmiar i ksztalt magnetycznych obiektow. Sila i
MFM Sity magnetyczne moment magnetyczny w roZnych punktach
powierzchni.
SThM Przeplyw ciepla Przewodnosé cieplna w réznych miejscach probki
. Gradient pola elektrostatycznego probki w funkgji
=L Sily elekirostatyczne stezenia domen elektrostycznych.
NSOM Odbicie, absorpcja i fluorescencja Promieniowania Wiasciwosci optvezne serzchni
elektromagnetycznego(swiatta) Py pow
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