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Powierzchnia i wektor powierzchni

Ly

Powierzchnia S i wektor powierzchni S

S

Wektor powierzchni S dla ptaskiej
powierzchni S ma nastepujace wiasnosci: diugosc¢ i kierunek:
= dlugos¢ wektora jest réwna liczbowo powierzchni S
= kierunek wektora jest prostopadty (normalny) do powierzchni

o . dS
Dla zamknietej powierzchni wektor normalny - R
w kazdym punkcie powierzchni jest . as
skierowany od jej wnetrza na zewnatrz. 55 3
Powierzchnie trzeba podzieli¢ na mate N |
kawatki dS aby méc zdefiniowa¢ wektor dS  dS -

prostopadty do powierzchni. r




Strumien przez powierzchnie

Zatézmy, ze mamy strumien przeptywajacej z jednorodna predkoscig wody V.
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Do strumienia wktadamy ramke o powierzchni S:

> rownolegle do kierunku przeptywu wody — przez ramke nie przeptywa
woda: wektor powierzchni S prostopadty do wektora V

» prostopadle do kierunku przeptywu wody — przez ramke przeptywa
maksymalna iloé¢ wody: wektor powierzchni S réwnolegty do wektora V

» pochylong do kierunku przeptywu wody — przez ramke przeptywa mniejsza
ilos¢ wody
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Strumien przez powierzchnie 2

Strumien wody przeptywajacy przez powierzchnie S rozpostartg na ramce

opisuje wzor:
dP=VoS \
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O=V-5:-c0s90°=0 dO=V-S:-cos0°=V-S§ d=V- -5 cos60°=

\

iy
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V-S)

N =

5| |= 180 o
< 7 g Gdy zwroty wektora predkosci V i
wektora powierzchni S sg przeciwne
\ strumien jest ujemny!

®=V-S-cos180°= —(V-S)
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+ dS = Przyktad: rura z podstawami —
Z———p\: ktor powierzchni prostopad
\ % wektor powierzchni prostopadty w
— [ . — kazdym miejscu do powierzchni.
) Sl 1 V . Sz ‘ V .
\ | } - Powierzchnia ztozona:
1 -
/ - /) > R
"d§ Dok = z o, Dotk = % Vods
Dla podstaw:

®;, =V-5-cos180°=—(V -9S) : .
Catkowity strumien:
P =V Sy c0s0°=(V-S5) O =y + Py + Dy =

Dla powierzchni bocznej: ==WV-)+V-94+0=0

Gy =V-dS-cos90°=0
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Prawo Gaussa - grawitacja '&o

» Dla pola grawitacyjneqo:

Catkowity strumien pola grawitacyjnego przechodzacy przez dowolng
powierzchnie zamknietg (tzw. powierzchnie Gaussa), jest proporcjonalny do
masy bedacej zrodtem tego pola — masy, ktdra jest zamknieta wewnatrz
powierzchni Gaussa.

¢, = —4nGM ale juz wiemy: &, = 7€§ ods wiec: 7@5 ods = —4nGM

» Wiasciwosci powierzchni Gaussa:

= Powierzchnia Gaussa jest tworem hipotetycznym, matematyczng
konstrukcja mysSlowa,

= Jest dowolng powierzchnig zamknieta, lecz w praktyce powinna miec
ksztatt zwigzany w symetrig pola,

= Powierzchnie Gaussa nalezy tak poprowadzi¢ aby punkt, w ktorym
obliczamy natezenie pola elektrycznego lezat na tej powierzchni.
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Prawo Gaussa — masa punktowa

o, = jég ods = jég -ds - cos(180°) = — jé gds = ds //723‘\\\

| 4
/// a7 7 ‘\\\

N
| i

. . l
powierzchnia L\J M _
Gaussa \ [
b, = ds = —g4mnr? ot
g =Y S = —ganr N \\ // 7
N
S~z -7

A 4

Z prawa Gaussa wiemy, ze catkowity strumien pola grawitacyjnego jest rowny:
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Prawo Gaussa — sferyczny rozktad masy A

“dS
Gesto$¢ powierzchniowa: - g -~
S P powierzchnia 4 g +9 PR
M M Gaussa / \
= — = \
=5 T anR? / \
| |
\ I
Obszar na zewnatrz sferycznej masy: \ )
\ /
>R AN - ///
Z prawa Gaussa:
gdzie M jest masg powtoki
¢, = f gods b, = —4nGM wewnatrz powierzchni Gaussa
GM
fg* ods$ = —4nGM ——> —g4nr? = —4nGM — 977
_ Go4mR?

Jezeli znamy gestosC powierzchniowg M = g4nR? ——> 9= 3
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Prawo Gaussa — sferyczny rozktad masy /&;

Obszar wewnatrz sferycznej masy:

r<R

Z prawa Gaussa:

g = f gods b, = —4nGM gdzie M jest masg zawartg
wewngtrz powierzchni Gaussa

§£§0d§:0 s g=0

wewngtrz wybranej powierzchni Gaussa nie ma zadnej masy! M =0
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Prawo Gaussa — objetosciowy rozktad masy ?"&

Ide
—

Kula o promieniu R i masie M -

—
-, g S

/ \

> r>R / \
., : : : g | \
— promien powierzchni Gaussa wiekszy niz | |
promien kuli — cata masa zawarta wewnatrz \ |
powierzchni Gaussa Y K

Z prawa Gaussa: L . .
jﬁ §odi = —4nGM

—g4mr? = —4mGM = ——s =M
7‘2
gdzie M jest catg masg kuli wewnatrz powierzchni Gaussa

gdy r>R cata masa kuli jest wewnatrz powierzchni Gaussa
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Prawo Gaussa — objetosciowy rozktad masy

> r<R

— promien powierzchni Gaussa mniejszy
niz promien kuli — tylko czeS¢ masy
zawarta wewnatrz powierzchni Gaussa

Objetosciowy rozktad masy:

p_M_M’_ MM v §m,3
VvV 4 4 M=M—= M =M =M—

V V §TL'R3 §7TT'3 V %TL_RS R3

. _ , gdzie M’ jest masg kuli wewnatrz
f}gg ° d5 = —4dnGM powierzchni Gaussa

/ 3
_94‘7'[7"2 = —47TGM, — g — ﬂ = G M GMr
r2 R3 R3

GM
> Gdyr =R g=ﬁ

o
e
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Prawo Gaussa — objetosciowy rozktad masy

Kula o promieniu R i masie M

GMr GM
> T<R g=R3=R3r .
g
GM 1 GM
> r>R g_T_Z_GMT'_Z g:RZ
GM
> r=R g=ﬁ
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Prawo Gaussa — Przyktad %

4

W jednorodnej kuli o promieniu R, wykonanej z materiatu o gestosci p; ,
wykonano kuliste wydrazenie o promieniu r = s R przylegajgce do
powierzchni kuli. Wydrazenie wypetniono materiatem o gestosci p, = 2 p,.
Korzystajgc z prawa Gaussa oblicz natezenie pola grawitacyjnego w punkcie P,

w odlegtosci R od powierzchni kuli. Zrob rysunek z zaznaczeniem wybranych
powierzchni Gaussa.

_23 R
.9—727T P1
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Prawo Gaussa - elektrostatyka ?&

elektron fadunek ujemny = -e tadunek elementarny
proton tadunek dodatni = +e e =1,602'101°C
Kazdy inny tadunek jest wielokrotnoscig tadunku elementarnego
|Q[= Ne
Natezenie pola _ .,
elektrostatyczneqo: Pole tadunku punktowego: Strumien pola |
_ elektrostatycznego :
dodatniego: ujemnego:
e powierzchnia S
. N N SIS
NS N =
T (b) EoS

=)
&3

Il
Cy

o
W
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Prawo Gaussa - elektrostatyka ?’&

> Dla pola elektrostatycznego:

Catkowity strumien pola elektrycznego przechodzacy przez dowolng
powierzchnie zamknietg jest rowny catkowitemu tadunkowi zawartemu

wewngtrz tej powierzchni.

strumien dla pola E:

¢E=f§°d§

wiec:
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Prawo Gaussa — tadunek punktowy A;

powierzchnia

Powierzchnia Gaussa — sfera o promieniu r \ + Caussa
v Wektor E rownolegty do wektora ds w '\ 3
kazdym miejscu na sferze - {== > o
v E = const na powierzchni - .
CDE=¢50d§=fﬁE-ds-cosO":E%dS:EéLnrz
OF R g wiec: Ednre = g —_— (r) Arregr?

skoro: E =— s F(r) = 1 990/  Pprawo Coulomba

do Amtey 12 wynika z prawa Gaussa

Prawo Coulomba
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Ciagly rozktadu fadunku o,

> gestosc¢ liniowa tadunku: A dq
dq — 4+ M+ s+
A= dx dx X

> gestos¢ powierzchniowa tadunku: o

+ + + + + + + + +

G:d_q + +LT+ + o+ o+ + o+
ds T

> gestosc¢ objetosciowa tadunku: p

_dq
P=av

+ + + +

W zaleznosci od rodzaju gestosci tadunku, pole
wypadkowe moze byc¢ catkg liniowa,
powierzchniowg lub objetosciowa:

R R pdV
o [ar= [ 122
r

%4
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Prawo Gaussa — liniowy rozktad tadunku

Powierzchnia Gaussa — powierzchnia walcowa

O promieniu r powierzchnia

v" Wektor E rownolegly do wektora ds w Gaussa
kazdym miejscu na powierzchni bocznej \

v" E = const na powierzchni bocznej

v" Wektor E prostopadty do wektora ds w |
kazdym miejscu na powierzchni podstaw, ¢
cos 90° = 0 = & = 0 przez powierzchnie
podstaw

¢E=jﬂﬁod§=57€ds=52nrl

o Q Al
E = — = — _
& o E2nrl e Fr) =
0] o . 2TTEYT
A= 7 liniowa gestosc tadunku

Pa— -+ + + + + =
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Powierzchniowy rozktad tadunku

v E 1L ds w kazdym miejscu na powierzchni
bocznej = &, =0

v E || S w kazdym miejscu na powierzchni
podstaw

v E = const na podstawach

Q oS oS
Dy =~ =22 F2§ = 22
€o €o €o

_ Q powierzchniowa

9= gestosc tadunku

AAAA4

ot
. 4. — 0o
: 4
+ + +
+ + +
4 + + +
+ + 4 i + "

g > 2 ¥ T ¥ ¥ powierzchnia
ol *3{__7_* + / 4+ Gaussa
q———-(_* \: ,{’E

4’\*:’?;__4_’
! ) =7 ¥
+ + + +
+ 4 +
4 + +
+ +
+ . +
¥ a)
<@ " e
- G .
- + .
$4 e sy
R b e g M)
E ;:‘:-______1 “E
b
s
b)
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Sferyczny rozktad tadunku ?&

v E || ds w kazdym miejscu na powierzchni
Gaussa

op = o E4nr? = —
0 €o
E = 4 _ pole na zewnatrz jak od
AT tadunku punktowego
» T<R

dla metalowej kuli
tadunek catkowity Q jest
roztozony tylko na
powierzchni sfery o
promieniu R wiec E=0 0 R r

v
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Dywergencja pola wektorowego

Dywergencja (zrodtowosc) pola wektorowego - operator rozniczkowy
przyporzadkowujacy tréjwymiarowemu polu wektorowemu pole skalarne
bedace formalnym iloczynem skalarnym operatora nabla z polem.

§ E-odA jest w granicy nieskonczenie matej objetosci V,

divE = |im strumieniem wychodzacym ze zrddta i okresla
voo V jego wydajnos¢
divE=VoE

Operator nabla:
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Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego A

umozliwia zamiane catki powierzchniowej na objetosciowa (potrdjng) i na odwrdét

§Eod/1=§:ﬁdivédv
S Vv

Z prawa Gaussa w postaci catkowej:

s _ _ 1 cer
§E0d/&= Qwew gd2|e Qwew — pdV — ifEOdA = — pdV
S %o v S %o 7y

= o = P
Poréwnujac wyrazenia podcatkowe: |dIVE=VeoE=

rozniczkowa postac prawa
Gaussa
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Prawo Gaussa dla magnetyzmu 17'%

Istnieje pojedynczy tadunek Brak monopoli magnetyczn_ych_. Magnes
punktowy — monopol elektryczny czy petla z pradem stanowig dipol
magnetyczny
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Prawo Gaussa dla magnetyzmu

TreScig prawa Gaussa dla magnetyzmu jest fakt, ze pole magnetyczne jest
bezzrédtowe. Strumien pola magnetycznego przez powierzchnie zamknieta
jest zawsze rowny zeru. Nie mozna wyodrebnic¢ pojedynczego bieguna
magnetycznego — nie istniejg monopole magnetyczne.

S
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Prawo Gaussa - podsumowanie o,

W praktyce zastosowanie prawa Gaussa jest ograniczone do

konkretnych przypadkow - symetrii:

> pole (jednorodne) od natadowanej nieskoriczonej ptaszczyzny
(powierzchniowy rozktad tadunku)

> pole (o symetrii cylindrycznej) od nieskonczenie dtugiego preta (liniowy
rozktad fadunku) lub walca (powierzchniowy rozktad tadunku — walec
przewodzacy, objetosciowy rozktad tadunku - walec nie przewodzacy)

> pole (o symetrii sferycznej) od natadowanej kuli lub powierzchni sferycznej

Obliczenia - postepowanie:

> Wybrac¢ wiasciwg powierzchnie Gaussa — dopasowang do symetrii rozktadu
tadunku. Uzasadnic¢ ten wybor. Wykonac odpowiedni rysunek

> Obliczy¢ strumien pola elektrycznego przez powierzchnie Gaussa (lewa
strona prawa Gaussa).

> Znalez¢ fadunek zawarty wewnatrz powierzchni Gaussa (prawa strona
prawa Gaussa).

> Pordwnac obie strony prawa Gaussa wyznaczajgc wartos¢ wektora
natezenia pola elektrycznego E.




