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Podstawowe pojecia ruchu krzywoliniowego A;

przemieszczenie

tor ruchu Ar = F(tz) - F(tl)

predkosc Srednia

v, AT _T(t)-T(t)
At t, —t;

predkosS¢ chwilowa
gdy , >, At— dt to Ar— dr

=l

v-3ar
dt
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Predkos¢ chwilowa jako granica predkosci sredniej A

V= lim£=£
At—0 At dt
o A - dr .~dx Ady A N
skoro F=ix+jyto V=—=1i—+]—==1V, +}V
Iy dt 't dt ¥y v o
X
dt
. dr d 2 2 ~ dx = dy,\ dz ~ _ ~ ~ ~
V=—=—(XI zK)=—I k V=v 1+Vv,]J+V, K
dt dt( tyirzk) dt ' dt? X vV y:ﬂ
dt
Z‘ VZZE
dt
Wektor predkosci
chwilowej jest zawsze
styczny do toru.
y
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Przyspieszenie
_dv,
prayspieszenie swigzanejest = lim 2 = g
rzyspieszenie zwigzane jes Am —o = 1V
ze zmiang wektora predkosci a, = d_y
t
— d\7 ."dVX ’.\dVy o 2 dVZ
a=——n=I + =la, + Ja a; =
T R * Tt
. dv d 2 A ~ dVX'.\ dv 2 dVZ
azaza(vxl+vy1+vzk)= el dtyJ+ "

Jezeli @=const to V =V +at

poniewaz:

V t
d—V:a:> jdV: jadt
dt

V, t=0

wiec V="V, + at
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Ruch krzywoliniowy

W ruchu krzywoliniowym
wystepuje zmiana wektora
predkosci.

Vq

Vs, —

Konsekwencjg tego jest
wystepowanie przyspieszenia

pomimo statej wartosci predkosci
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Przypadek szczegodlny - ruch prostoliniowy Ae

: L :

0 X(t,)=x, X(t,)=x, X

Przemieszczenie AX=X, - X4

Przemieszczenie moze by¢ dodatnie lub ujemne.
Znak zalezy od zgodnosci z osig OX.
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Przyktad

Zaktadajac, ze a=const. oraz warunki poczatkowe: v(t=0)=v,

X(t=0)=x, wyprowadzi¢ rownania ruchu v(t) oraz x(t).
v=[adt=afdt=at+C

v(0) = v, v(0)=a-0+C=C == C=v,
v=at+V,

x = [vdt = (at + v, )dt =[atdt + [ v,at
1
jatdt:Eat2+C1

1
[vedt =vot+C, X=§at2+vot+C
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Przyktad

Zaktadajac, ze a=const. oraz warunki poczatkowe: v(t=0)=v,
X(t=0)=x, wyprowadzi¢ rownania ruchu v(t) oraz x(t).

1
X:Eat2+vot+C

X(0) = X, x(O):%a-02+v0-O+C m—  C=X,

1
X =X, +v0t+§a’t2

Wzory na potozenie i czas w ruchu jednostajnie zmiennym:

1
x(t) = ixo i Vot i Eatz V(t) = iVO i aot
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v(t) i a(t) graficznie

Rys. 2.6. Przyklad 2.2. a) Wykres x(#) dla windy, wznoszgcej
si¢ wzdtuz osi x. b) Wykres v(z) dla tej windy. Jest to wykres
pochodnej funkcji x(#) (gdyz v = dx/dt). c) Wykres a(r) dla tej
windy. Jest to wykres pochodnej funkcji v(z) (gdyz a = dv/d).
Figurki z patyczkéw, narysowane pod wykresem pokazujg, jak
przyspieszenie dziata na cialo pasazera
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Ruch po okregu ?&

A -
y 7, dr S _S
g V—E ¢ -
&1

do dr dg
= — W = —-
S dgo r dt
> dp Lar _V_

X dt  rdt r
V = wr
wektorowo V=0&x7?

X . y
COSQp = — sm<p=;
r

4 " . Py
r=rcos@l+rsme]j
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Zwigzek pomiedzy predkoscia liniowa i katowa ?‘&

V=wXr

w ruchu jednostajnym

po okregu, wektor

predkosci katowe;j
jest staty

reguta sruby prawoskretnej!!
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Ruch niejednostajny po okregu %\?

la wspotrzednej x:
dla wspotrzedne; pochodna
wewnetrzna
x(t) =1 - cos@(t) 1
I do druga
G uad pochodna
x) V, = r -sin@(t) Ir 1
Cdv . do d ; d*¢
e =g = 7T Cos@(O) gy T T o sine(t)
T
dv, - d*p
ax:E=—r rcos@(t)-w-w—r1 -sing(t) - dt2
av, : g

=E=—r-a) -cosp(t)—r -mmp(t)-w
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Ruch niejednostajny po okregu

dx do
x(t) =r-cosqo(t —— = — 7 - Sj L
(t) @(t) Ve=—r=—1 sinp(t) —
dv, d?
ax=d—;=—r-a)2-cos<p(t)—r-sinfp(t)-d—t(zp
_do _do  ddp _d%g
T Tt dtdt TS
dx _
x=a=—r-a)-sm<p(t)
v, d?
ax=d—;=—r-w2-cosg0(t)—r-singo(t)-d—(zp
|74
x(t) =
w
dV, |74 €
axzd_tx=—a)2'x+;x'€ —) axza'vx_w
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Ruch niejednostajny po okregu A

2 T . dy do
dla wspotrzednej y: y(t) =r-sing(t) w—p V"zﬁzr'cos‘p(t)'ﬁ
avy 2 d*¢
Ay =—-=~—T-w -sin@(t) +r -coscp(t)-ﬁ
_do _do ddg _d%g
NPT T dr T dtdt TS
dx
I/;C=E=r-w-cosg0(t)
dv, d?
ay=—2=—r-w-sing(t) +7 - cosp(t) - —7
|4
y(t) =
w
dV, V. €
ay:d—g:—wz.y+zy.g —) ay:Z.Vy_wz.y
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Ruch niejednostajny po okregu

Vf) — w? - (xl + yf)

- € I_/> 2 - —)+—)

a=—-: — W r=a a
W S n

- przyspieszenie styczne

—
a, = —w

- 7| - przyspieszenie dosrodkowe (normalne)
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Uktad wspoéitrzednych biegunowych o)

J

A

y

x(r,p) =1-cose(t) y(r,@) =1 -sin@(t)
=y 552
y y
t = — — —
go " @ arctgx
>
X

ﬂ
\ Wspoétrzedne sferyczne

r = $(T? ﬂj qﬁ) — 7 sin @ cos nyj  Ply)
y=1y(r,0,¢p) = r sinf sin ¢, 0 4
z=2z(r,0,¢) =r cosb,

(|1

r=z2+y? 4 22,

Z

Ve

f — arcctg = arccos =,
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Whioski

kiedy maleje sktadowa V predkosci, to rosnie sktadowa Vx;

przyspieszenie dosrodkowe skierowane jest wzdtuz promienia
- do srodka okregu

a, = —w*-7
VZ
wartosc przyspieszenia dosrodkowego jest rowna: |an = -
V2 V2
— 2 - N
a, =——w *r=———7F7rr=——°7
" 12 r
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Przyktad o\

1. Pajak porusza sie po torze krzywoliniowym, ktorego
dtugoé¢ opisana jest réwnaniem:  S(t) = Sye”
gdzie S, i c to state. Wektor przyspieszenia pajgka tworzy w
kazdym punkcie toru staty kat ¢ ze styczng do jego toru.
Obliczy¢ wartosc:
a) przyspieszenia stycznego,
b) przyspieszenia normalnego,
c) promienia krzywizny toru jako funkcji dtugosci tuku krzywej.
ROZWIAZANIE:

2
a) przyspieszenie styczne g = dv _d°S dS

V=-"=¢-5, e%
dt ~ gt? dt 0

stad a, =c°Sye”
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Przyktad cd. /&:

b) Zz rysunku wynika ze

tgp ="
aS
stad
a, =a -tgp =c°S,e” -tgp S(t) = S e™

C) z innej definicji przyspieszenia dosrodkowego (normalnego):

a, =—— stad podstawiajac wyliczone wczesniej V =c-S, e

2
V2 0283-(e‘3t)
r=— = =S, .e%.ctgp=S-ct
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Toczenie bez poslizgu

Toczenie bez poslizgu — musi wystepowac tarcie miedzy
ciatem a podtozem, jest specyficznym rodzajem ruchu ciata,

bedacym ztozeniem ruchu postepowego (srodka masy) i ruchu
obrotowego - wokot sSrodka masy.

wWR wWR

sm

V=20
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Przyktad '&o

Cztowiek trzyma za jeden koniec deski o dtugosci L opartej drugim koncem na
walcu o promieniu R. Nastepnie cztowiek zaczyna iS¢ pchajgc deske, ktora bez
poslizgu toczy sie po walcu, ktory toczy sie po podtozu.

= Jaka odlegtos¢ musi przejs¢ cztowiek aby dotrzec do walca ?

= Czy/jak zalezy to od promienia walca ?

W czasie tSrodek walca

przebedzie odlegtos¢ S =L = vt

W tym samym czasie gorny punkt

stycznosci z deskg przesunie sie na

odlegtos¢ 2v't = 2L L
Czyli cztowiek bedzie musiat k
przebyc¢ odlegtos¢ 2L niezaleznie

od promienia walca.
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Rzut ukosny /&;

jest to ztozenie dwdch niezaleznych ruchéw:
= ruchu jednostajnego w poziomie — 0S X
= ruchu jednostajnie zmiennego w pionie — 0S y

y
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Rzut ukosny ?&

y

Dla osi x: W[ HRW,1

oL k.
R "IN
ruch jednostajny %

. Uk X
vyg |

Dla osi y: . Y
F,=mg; a, =g, %5

ruch jednostajnie zmienny

Rys. 4.10. Tor pocisku wystrzelonego z punktu o wspétrzednych xo = 01 yg = 0, z predko-
Scig poczatkowg vy. Na rysunku pokazano wektor predkosci poczatkowej i wektory predkosci
czastki w roznych punktach jej toru oraz sktadowe tych wektoréw. Nalezy zauwazy¢, ze skla-

Zasieg rzutu R jest to droga, ktorg przebywa czastka w poziomie do chwili jej powrotu na

dowa pozioma predkosci pozostaje stafa, a jej sktadowa pionowa zmienia sie w sposéb ciagly.
wysokoS¢, z ktorej zostata wyrzucona L‘
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Rzut ukosny

1
s(t) = +s9 £ Vpt izatz

V(t) = iV() i aot

0Os x:
x(t) =Vt

V. (t) = Vo, = const

Osy:

Vy(t) = Voy — gt
gt’

y(t) = Vot — -

HRW,1

VO_’)/ = Vosineo

VOX = V()COSHO 2

= (tg0gy)x —
y={1g%) 2(Vg €0s0y)*

rownanie toru - parabola
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Rzut ukosny — w powietrzu o,

Sita oporu powietrza wptywa na tor rzutu ukosnego !

Pitka do gry w baseball rzucona r;:,:.'“
pod katem 45° z predkoscig v =
50 m/s osigga:

= bez oporu powietrza -

- wysokoS¢ 63 m,

torw
powietrzu

= ZaSng 254 m, 5l|:| 1|:lu:| 15l|:| zu:lu:u 25l|:|
=z oporem powietrza - _

- wysokoé¢ 31 m, optymalny kat rzutu wynosi:

- zasieg 122 m

20°- 30° 45
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Rzut poziomy ?’&

Dla osi OX Dla osi OY
ruch jednostajny | ruch jednostajnie
przyspieszony
tz

x(t) = Vit y(t) = h — 97

X 2 >
t =— ; — . gx X

Vi y=h 2V,

Réwnanie toru — parabola —typu:  y(t) = bx?
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Przyktad - zadanie

Pitke wyrzucono ukosnie w gére pod katem 45° z predkosciag
poczatkowa Vo= 12 m/s. W odlegtosci 12 m od miejsca wyrzutu stoi
pionowa $ciana. Oblicz:

a) czas t:po ktérym pitka trafi w Sciane,

b) sktadowe predkosci pitki Vxi 1, w momencie trafienia i szybkos¢
wypadkowg V,

c) kat pod jakim pitka trafi w Sciane,

d) maksymalng wysokos$¢ H na jaka wzniesie sie pitka,

e) wysokos¢ od podstawy Sciany /4 na jakiej pitka w nig uderzy,

f) w jakiej odlegtosci X od Sciany pitka po sprezystym od niej odbiciu
uderzy w ziemie.

1
s(t) = +so + Vot izatz

V(t) = iVO i aot
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Przyktad - zadanie

Wspinacze utkneli na szczycie skaty wznoszgcej sie 250 m nad
poziomem ziemi. Samolot majacy dostarczy¢ zaopatrzenie leci poziomo
na wysokosci 200 m ponad wspinaczami, z szybkoscig 250 km/h. Gdy
znajduje sie w pewnej odlegtosci od szczytu skaty nastepuje wyrzut
zasobnika.

a) W jakiej odlegtosci od celu zasobnik powinien zosta¢ upuszczony z
samolotu?

b) Jezeli samolot zblizy sie na odlegtos¢ 400 m, to z jaka szybkoscia
pionowg (w gore czy w dot?) zasobnik musi by¢ wyrzucony aby trafit w
cel?

c) Z jaka szybkoscig uderzy on w szczyt skaty?

1
s(t) = +so + Vot izatz

V(t) = iVO i aot
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