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Przebieg ¢wiczen:
Osobisty konspekt, wydrukowany i wypelniony
Wejsciowka = ocena z teorii
Wykonanie ¢wiczenia — zapis pomiarow
Obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym
Zapis rezultatow do konspektu
Prezentacja wynikow i wykresow

= ocena z praktyki
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Pierwsze zajecia — nie drukujemy konspektu.
Odbedzie sie:
1. Podzial na zespoly 2-osobowe
2. Zapoznanie si¢ z regulaminem i BHP

3. Cwiczenie ,,0”

Konspekty drukuje sie na drugim i nastepnym spotkaniu,
zgodnie z harmonogramem dla danego zespotu...
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Wymagania:

1. Teoria na temat danego ¢wiczenia

. Umiejetnosc¢ rozplanowania zadania w czasie

3. Umiejetnos¢ postugiwania sie arkuszem

kalkulacyjnym
. Umiejetnos¢ wykonywania wykresow
. Znajomos¢ podstaw rachunku niepewnosci

Praca w zespole




Rachunek niepewnosci pomiaru —
opracowanie danych pomiarowych

Migdzynarodowa Norma Oceny Niepewnosci Pomiaru

(Guide to Expression of Uncertainty in Measurements -
Migdzynarodowa Organizacja Normalizacyjna ISO)

Wyrazanie Niepewnosci Pomiaru. Przewodnik. Warszawa, Gtowny Urzad Miar 1999
H. Szydlowski, Pracownia fizyczna, PWN Warszawa 1999

A.Zigba, Postepy Fizyki, tom 52, zeszyt 5, 2001, str.238-247

A.Zigba, Pracownia Fizyczna WFiTJ, Skrypt Uczelniany SU 1642, Krakéw 2002


http://physics.nist./gov/Uncertainty

Wstep

W trakcie kazdego pomiaru uzyskujemy wyniki X,, X,,.. bedace tylko
wartoscig przyblizong rzeczywiste] wartosci X,. Pomiar zawsze odbywa
si¢ Z ograniczong doktadnoscig, wynikajgcg zarOwno Z czynnosci
pomiarowych, jak 1 z wykonania samego przyrzadu pomiarowego. Wynik
pomiaru nigdy nie jest liczba — to przedzial wartosci, W ktorym zawiera

si¢ (lub nie) wartos¢ x,.



Mozemy okresli¢ przedziat wartosci, w ktorym si¢ najprawdopodobnie;
miesci si¢ prawdziwa wartos¢ wielkosci mierzonej. Polowe szerokosci
tego przedziatu nazywamy niepewnoscig pomiarowg AX. Przyjmujemy, ze
wartos¢ rzeczywista miesci si¢ z duzym prawdopodobienstwem

W przedziale migdzy: (X,—Ax) a (X,+Ax)

Xy — ux) -‘ 5-.".',, + uix)

Xy = Ax: - X, + Av
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Niepewnosc¢ pomiarowa jest miarg precyzji pomiaru.

Na jej podstawie mozemy okresli¢, czy uzyskany wynik pomiaru wielkosci
jest zgodny ze wzorcem tej wielkosci lub czy wyniki dwoch pomiarow
tej samej wielkosci sg ze sobg zgodne.

Znaczenie stowa bigd to:

(1) iloSciowo - réznica (nieznana) migdzy warto$cig zmierzona i
prawdziwa: btad bezwzgledny Ax = x — x
btad wzgledny 6 = i—x (moze by¢ wyrazony
: w %)
(2) jakosciowo - uzywany jest w terminach takich jak:
» blgd przypadkowy,
» systematyczny
> gruby.
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Bledy grube mozna tatwo wykry¢ 1 usunaé, dla bledow systematycznych
stosujemy poprawki, a bledy przypadkowe - podlegaja rozkladowi
Gaussa, wynikaja z wielu losowych przyczynkéw, nie dajg sie
wyeliminowa¢ ale mozna je oszacowac (estymowac).

Podstawowa miarg dokladno$ci pomiaru jest niepewnos¢ standardowa,
u(x) czyli oszacowanie odchylenia standardowego.

Poniewaz w praktyce nie znamy wartosci rzeczywistych wielkosci
mierzonych, szacujemy niepewnosci pomiarowe wynikajace ze
statystycznych praw rozrzutu pomiarow.
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Typy oceny niepewnosci wg nowej Normy

Typ A
e ma zastosowanie do btedow przypadkowych
« wymaga odpowiednio duzej liczby powtdrzen pomiaru

» wykorzystuje statystyczng analize serii pomiarow

Typ B
* stosuje si¢, gdy statystyczna analiza nie jest mozliwa
* dla btedu systematycznego lub dla jednego wyniku pomiaru

 opiera si¢ na naukowym osadzie eksperymentatora
wykorzystujgcym informacje o pomiarze 1 zrodtach jego
niepewnosci
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Typ A - seria pomiarow

Btad przypadkowy - gdy wystepuje statystyczny rozrzut wynikow
kolejnych pomiarow wokot wartosci sredniej x

Wyniki pomiaréw podlegaja pewnym prawidtowosciom, tzw.
rozkltadom typowym dla zmiennej losowe;.

W wigkszosci doswiadczen rozktad wynikow opisany jest funkcja:

1 C(X=%)”
(D(x)_o_x%exp( > J

Rozktad ten znany jest jako rozktad Gaussa lub rozktad normalny.

X, Jest wartoscia najbardziej prawdopodobng n
1jej estymatorem jest wartos¢ srednia X z X
X =

n

14



o to punkt przegiecia krzywej Gaussa, okresla rozrzut wynikow, a w zakresie + ¢
wokot wartosci sredniej miesci si¢ 68% wynikow pomiarow.

Z (X _ )_()2 | - wartogé oczekivwana i
} _ 1 | (estymator: Srednia arytmetyczna) N
O = U(Xx) = = 10 i
n(n—-1) g [
o - -
E J _ odchylenie standardowe L
© _ by by estymator. odehylenie Srednie L
2 t r n o EE DS_ X=0, x+0 &Y yl«wadratowej L
(C O Warla Cja) w9 i - = prawdopodobiefstwa, ze niepewnosé |
o z _ pomiary zawiera sie w tych granicach |
S0 05 wynosi okofo B8 5% L
=
g .E -
o - L
cE i
o
o S 04 -
: @« 2 1 X-20, x+20 -
D(x) Sa | : podwijne odchylenie standardowe |
E’, = i - = prawdopodobiefstwo = 95 5% L
o oz _ _ L
‘] x.=15 C {x-30, x+30 potrdjne odchylenie standard. |
- > = _— ~=——— prawdopodobiefistwn > 99.7% -
o=5 . 7 (w praktyce: adch. maksymalne) [
gy ' ' o L T [ ] ol ' ' ' '
30 20 0 ¥ o 20 30
X
0 : , : , : ¥ - wartosci otrzymywane jakeo wynik pomiaru
0 5 10 15 20 25 30
X
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Powtarzanie pomiarow jest korzystne bo:
- zmniejsza niepewnosc sredniej spowodowang btedem przypadkowym
- umozliwia oszacowanie niepewnosci.

Ile pomiarow?

Dla poprawnego okreslenia ¢ — co najmniej 5+10 pomiaréw
(doktadnos¢ rzedu 20+30%).

Np. dla serii 9 pomiardéw, niepewnos¢ sredniej jest 3-krotnie mniejsza od
niepewnosci pojedynczego pomiaru.

Zbyt duza liczba pomiarow jest nieoplacalna, bo zwiekszenie
doktadnos$ci ze wzrostem n jest powolne.
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Przyklad 1 — niepewnos¢ pomiaru okresu drgan wahadia.

Wahadto matematyczne — zmierzono 9 razy czas 10 okresow:
12,77 12,83 1&69 12,80 12,78 12,79 12,77 12,80 12,78 [s]

Obliczone okresy drgan:
1,277 1,283 1,280 1,2/8 1,279 1,277 1,280 1,278 [s]

_ 1,277 +1,283 +---+ 1,278 _ _ [X(Ti—Tp)*
Ty = - = 1,27933 [s] u(To) = \/ i)
u(T,) = \[(1,277 —1,27933)2+(1,283 ;(:ii?33)2+..+(1,278 —1,27933)2_ 0.00071 s
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Jak szacowac¢ niepewnos¢, gdy mamy kilka pomiarow, a urzadzenie
ma okreslong doktadnosc¢?

Np: mierzymy kilkukrotnie grubos¢ probki srubg mikrometryczng -
doktadnos¢ sruby 0.01mm, obliczone odchylenie standardowe wynosi

0.02 — wowczas jako niepewnos¢ nalezy przyjac¢ druga wartosé, ale:

gdy przy pomiarze np. suwmiarkya, jej doktadno$s¢ wynosi 0.1mm, a
odchylenie standardowe jest rowne 0.02 — to jako niepewnos¢

powinno si¢ przyjac pierwsza, ,,gorsza”’ wartosc.

Zasadgq jest, ze za niepewnos¢ przyjmujemy zawsze wicksza wartosc.
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Typ B — pojedynczy pomiar !

Gdy analiza statystyczna serii obserwacji jest niemozliwa —
dysponujemy pojedynczymi pomiarami, wOwczas opieramy si¢ na
naukowym osgdzie eksperymentatora 1 wykorzystujemy informacje o
pomiarze (poprzednie dane pomiarowe, wiedza 0 mierzonych
obiektach) oraz zrodtach niepewnosci (np. informacje o przyrzadach).

Niepewnos¢ maksymalna (graniczna)

Zakladamy, ze mozna okresli¢ przedziat wielkosci mierzonej, w
ktorym na pewno znajdzie si¢ wielkos¢ rzeczywista X. W zapisie

X+ AX AX jest niepewnoscia maksymalng 1 nie postugujemy si¢
rachunkiem prawdopodobienstwa.

19



Najczescie] ocena typu B dotyczy okreslenia niepewnosci wynikajacej ze
skonczonej doktadnosci przyrzadow.

Proste przyrzady mechaniczne

Przyjmuje sie, ze ,,doktadnos¢” przyrzadu jest rOwna wartosci
najmniejszej dziatki skali.

u(x) ~dziatka elementarna

UWAGA!! Sruba mikrometryczna:

Mierzac grubos$¢ dokrecamy wylacznie
sprzegietkiem — na koncu sruby !

Uchwyt sruby tylko do odkrgcania!
20
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Suwmiarka — pomiar grubosci/
srednicy zewnetrznej

lub
Wlfllgtrznej
4
Suwmiarka wskazuje: | \
5 mm oraz | -
0,9 mm

Poprawny odczyt polega na
,,Zgraniu” gornej 1 dolnej

kreski



Elektryczne mierniki analogowe

Niepewnos¢ - korzystamy z klasy przyrzqdu okreslajacej wlasnosci miernika

__klasa miernika

Ax = - zakres
100

Zakres pomiarowy — najwicksza
wartos¢ jaka moze zmierzy¢ przyrzad
pomiarowy przy okreslonym
ustawieniu pokretta (klawisza,
przycisku,...)

Klasa przyrzadu doktadnos¢ z jaka
przyrzad pomiarowy przeksztatca
sygnal pomiarowy na wskazanie
odczytywane przez obserwatora.
Klasa przyrzadu jest podawana przez
producenta w procentach zakresu
pomiarowego.
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Elektryczne mierniki cyfrowe

Niepewnosc¢ jest zwykle podana w instrukcji, jako zalezna od
wielkos$ci mierzonej X I zakresu pomiarowego Z :

Ax=C;-x+ C, - zakres

np. multimetr C,= 0.2%, C,=0.1%

przy pomiarze oporu R= 10 kQ na zakresie z = 20 k(2 da niepewnos¢

AR=0.04 kQ, t]. rownowartos¢ 4 dziatek elementarnych

Zaleca si¢ zamienia¢ niepewnosc¢ maksymalna na niepewnosc¢

standardowa:

u(x) =

Ax

&
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Prawo przenoszenia (propagacji) niepewnosci

Wiele wielkosci fizycznych nie da si¢ zmierzy¢ pojedynczym przyrzadem,
lecz wyznacza si¢ metodg pomiaru posredniego.

Waznym zagadnieniem jest tez problem niepewno$ci przypisywanej

wielkosci ztozonej (wyliczane] ze wzoru fizycznego) vy = f(Xy,X5,...X,)

gdzie X4,...X,, s wartosciami otrzymanymi z bezposrednich pomiaréw I sg
obarczone niepewnosciami U(X,),...u(x,).

Niepewnos$¢ standardowa wielkosci ztozonej y = f(x4,X,,...X,,) obliczamy z
tzw. prawa przenoszenia hiepewnosci jako sume geometryczng rozniczek
czastkowych:

2 2 2
uc(y)=\/{ﬂu(xl)} {%u(xg} +...+{ﬂu(xn)}

0%, 5 oX,

Funkcja jednej zmiennej: u(y) = ‘% ' u(x)‘

25



Przyklad 2 — obliczanie objetosci kuli

Zmierzono srednice D stalowej kulki suwmiarka, otrzymujac wartos¢
D = 2,45 mm z niepewnoscia (typu B) u(D) = 0,05 mm.
Objetosc kuli:

3 —

: " D% = 7,7 mm?
3717"—6—,mm

Niepewnosc¢ objetosci kuli:

3,1416

7 (2,45)% - 0,05 mm?3

u(V) = 45 (§0*)u(d) = ZD?u(D) =

u(V) = 0,47 mm3 V = 7,70t 0,47 mm?3
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Przyklad 3 — obliczanie niepewnosci rezystancji
wyznaczanej z przewodnosci.

Zalézmy, ze mamy przewodnosc G, wyznaczona np. jako nachylenie
charakterystyki I(U), znamy tez jej niepewnosc u(G).

Jak wyliczy¢ niepewnosc rezystangji liczonej ze wzoru R=1/G ?

Trzeba zbadac, jak zaburzenie u(G) wplywa na zaleznos¢ R = 1/G:

u(R)= \/(jgu((}'))z —= ’—éu(@)‘

Niepewnosc¢ bezwzgledna u(R) wyrazona jest w tych samych
jednostkach, co rezystancja R

Niepewnos¢ wzgledna AR
jest bezwymiarowa R

27



Przykilad 4 - obliczanie niepewnosci ¢ wyznaczonego z
pomiaru okresu drgan i dlugosci wahadla matematycznego.

W Przyktadzie 1 okreslono warto$¢ okresu drgan (T = 1279,33 ms) oraz
niepewnos¢ U(T) = 0,71 ms.

Pomiar dtugosci przymiarem milimetrowym dat wynik L = 410 mm,

a u(L) oszacowano (typ B) na 1 mm.

2],

/. wzoru na okres wahadla T = 21 \/g WYZzZNnaczono g = 47;2

. 2,
g _ 4-3,1416“-410mm — 989() @ _ 9,890 m
S

(1,27933 s)? s2

Obliczanie niepewnosci ztozonej:

Uc(g) = \/[‘“’2 (L)] +[—8”2Lu(T)] = 0,028?2
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Niepewnosc rozszerzona:

U(y) =k-u.(y) wowczas gdy k = 2 prawdopodobienstwo, ze

wynik znajduje si¢ w przedziale y #U(y)
wynosi okoto 95 %.

W naszym przypadku:
m
U(g) =2-u.(g) = 0,0563—2 }
=?
Gexp — Gean = 989 — 9,811 [5]=0,079 |5

Porownywanie wielkosci - czy ich rdznica jest mniejsza niz
przedzial niepewnosci rozszerzone;j?

29



Zapis niepewnosci pomiaru

Niepewnos¢ zapisujemy z doktadnoscig dwu cyfr znaczacych. Przy
zaokraglaniu do dwu cyfr znaczacych niepewnos¢ graniczna
spowodowana zaokrgglaniem wynosi od 5% do 0,5% (odpowiednio, dla
cyfr 10 1 99). Taka doktadnos$¢ wystarcza, gdyz ocena niepewnosci jest
bardziej niedoktadna.

Wartos¢ mierzong zaokraglamy do tego samego miejsca, co niepewnosc.
Jezeli ostatnig cyfrg wyniku jest zero, nalezy ja pozostawic, jako cyfre

ZNnaczacy.
— zapis slowny: przyspieszenie ziemskie wynosi

9,890 m/s? z niepewnoscia rozszerzong 0,056 m/s?
— zapis przy uzyciu symboli: ¢ = 9,890 m/s?; U(g) = 0, 056 m/s?

— zapis skrocony: g =9,890 + 0,056 m/s?

30



Graficzne przedstawianie wynikow
pomiarow

Wykonywane w fizyce wykresy przedstawiajg zaleznosci funkcyjne 2 lub
wiece] zmiennych. W wykresach przedstawiajacych wyniki pomiarow
zaznaczamy punkty doswiadczalne oraz interpretujaca przebieg zjawiska
krzywa ciggly.

Poprawny wykres musi posiadac:

» uklad os1 z opisem, skalg, jednostkami;

» punkty doswiadczalne — czytelne symbole wraz ewentualnym
zaznaczeniem niepewnosci pomiarowych

* krzywa gladka (najlepiej pasujaca do punktow 1 zgodna z teorig!)

* opis okreslajacy jednoznacznie co to za wykres

31



W fizyce najczescie] mamy do czynienia z zaleznoSciami:

linfowymi typu y =ax + b.
wyktadniczymi typu y = Ce®*
uktadzie potlogarytmicznym In(y) = f(x),

ktore ,,prostujg sig” w

potegowymi y = Cx? ktore sg liniowe w uktadzie logarytmicznym In(y) =

f(Inx),

10* 3

10° 3

logio(F(x)) =—2logo(x) +4
10° E

10" =

10_2 L B A B 1) R AL
10° 10' 10 10° 10*

1000 Zaleznosc liczby zliczeri od grubosci absorbentu

900
800

= N(x) =
E
2 600 —
§ Nye H¥
5 50 0
@ 400
z
B am

200

100

0

0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10

* [mm]

Zaleznos¢ logarytmu naturalnego liczby zliczen od grubosci absorbentu
7

e InN = InNO_
5 IJX

LnN(x)

© B N W &



Metoda najmniejszych kwadratow - regresja liniowa

Czesto zachodzi potrzeba poprowadzenia prostej Y = ax + b jako najlepie]
dopasowanej do zbioru punktdw (x1, V1, X2, V2,..., Xn, V). Parametry prostej
musza by¢ tak dobrane, aby suma réznic wartosci eksperymentalnych y; |
obliczonych ax; + b byta jak najmniejsza:

. 2
5% =2[y, —(ax +b)] =min

I
Aby znalez¢ a oraz b korzystamy z warunku istnienia minimum funkcji 2
Zmiennych: . .
=~ =0 ==0
oa ob

otrzymamy 2 rownania liniowe, ktore maja rozwigzania:
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N> X Yi — 22X 2. Y
wW

2
b =X 2 \7\/inin Yi gdzie W =n¥x2 — (5 f

a =

Z praw statystyki mozna wyprowadzi¢ wyrazenia na odchylenia standardowe
obu parametrow proste;:

> 1 fx)axtb |
u(a) = .| / S 0|  2=323,5=2.08
n—-2\W |
|=x? 5|
u(b) =u(a ! ;
(b) =u(a) - Ry 2 —]

34



Przyklad 5 - zastosowanie regresji liniowej do prawa Hooke’a

Mierzona jest dlugos¢ sprezyny X, o
ktora jest stopniowo coraz bardziej Sl
obcigzana. ]
Na os1 Y wykresu podaje si¢

wielko$ci obarczone niepewno$ciami ‘o4

0.6

i dlatego wykres przedstawia dlugos¢ | k%
: . L. . “1 1/k=a=4.45+0.15, x =b=0.467+0.08
sprezyny w funkcji obcigzenia czyli |
o = 0.0
X(F) a nie odwrotnie. 000 | 005 | om0 | o015 020
Wspotczynnik kierunkowy proste;j FIN]

odpowiada odwrotnosci wspotczyn-
nika sprezystosci, a wyraz wolny b
oznacza dtugos¢ poczatkowyq
sprezyny bez obcigzenia.
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UWAGA!! Model matematyczny dopasowania musi odpowiadac
modelowi fizycznemu.

40

Przyktadem moze by¢ prawo Ohma: o] yeax czyll U=IR

| a=R=20402[kQ] .
U=1 R

20 |

czyli dopasowanie musi by¢ opisane funkcja:

0 2 4 6 8 10 12 14 16

y=a-x aniey=a-x+b —-b=0] | [mA]

U

konieczna jest regresja liniowa jednoparametrowa
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Formula - REGLINP

Regresja liniowa I ———
jednoparametrowa E 0,000?13; D,DODTii
n 2 7
S?=>"ly,—ax] =min
oS> .
2 -0 |
oa
- 22 XY + Zaz X; =0 .

1

A

Formatowanie linii trendu

Opdje linii trendu ¥
4 Opgje linii trendu
=P IO Wyktadnicza

= O Logarytmiczna

) Wielomianowa Stopied 2

o _) Potegowa

" (0 Srednia ruchoma DOkres

Mazwa linii trendu

(® Automatyczna Liniowa (Wyrkes A w funkcji 1/f)

() Niestandardowa

Prognoza

Do preodu okresy
Dotytu okresy

Ustaw przeciecie
|:| Wyswietl rownanie na wykresie
[] Wygwiet! warto¥ci R-kwadrat na wykresie
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Zasady rysowania wykresow

Czy ten wykres jest narysowany zgodnie z
zasadami?

180-
170-
160-
150-
140-
130-
120-
110-
100-
90
80
701
60 L | L4 ) ¥ L] ¥ L] L ) b | ¥ ) b ) ¥
0 40 80 120 160 200 240 280 320
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2. Trzeba

o

180-
170
1604
150
140
130
120
10
1004
90
80
70
60

0

40 80 120 160 200 240 280 320
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180-
170
1604
1504
140
1304
1204
1104
1004
904
804
704
60

0

40 80 120 160 200 240 280 320
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4. Wlasciwie opisac osie wspolrzednych 1 dobraé
skalg, tak aby latwo mozna bylo odczytaé
wartosci zmierzone.

RN RN
o oo
o (@)
M I

—

N

(@)
!

ico
jeszcze ??

s3s8sk

/

160 200 240 280 320

3

»
o
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S. Nie Iaczy¢ punktéow eksperymentalnych linig
lamang!!! Jesli znany jest przebieg teoretyczny to
dokona¢ dopasowania teorii do doswiadczenia
(przeprowadzic fitowanie)

180+

160 200 240 280 320
T [K]
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6. Zadba¢ o aspekt estetyczny wykresu (opis,
zamknigcie ramka, itp.)

s 180 -

= dane eksperymentalne
dopasowanie

f

160 200 240 280 320
T [K]
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Wykres 1
180 Rezystywnosc p probki Bi w funkcji temperatury T

= dane eksperymentalne
150+ dopasowanie

’

160 200 240 280 320
T [K]



Jak doswiadczalnie wyznaczyc¢
przyspieszenie grawitacyjne?

Sposob bezposredni: spadek swobodny

a=F/m
F=m"g
>a=g

v =g*t

S = g*t?/2
-> g = 2*5/t?

Jak niepewnosc S i t przenosi si¢ na niepewnosc g?

u(g)= \/(jg ©) +(Luw) 9y B gy

W praktyce — spadek z wysokosci 2 m trwa 0.63s...
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Jak inaczej doswiadczalnie wyznaczyc¢
przyspieszenie grawitacyjne?

T:27r\/%

T? = 4n°l/g

Dwa podejscia:
1. Wiele pomiar6éw przy tej samej dtugosci, liczenie Sredniej (przykiad 1, 4)
2. Pomiary przy réznych dtugosciach, wykres T?(1), dopasowanie prostej

Stare chiniskie przystowie powiada: —Z£BF 5
Wykres niesie wiecej informacji niz usrednione wielkosci

Zadanie domowe: zrob wahadlo, wyznacz g druga metoda y



