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Rownanie Schrodingera - jedno z podstawowych réwnan nierelatywistycznej
mechaniki kwantowej (obok rownania Heisenberga), sformutowane przez
austriackiego fizyka Erwina Schrodingera w 1926 roku. W nierelatywistycznej
mechanice kwantowej odgrywa role analogiczng do drugiej zasady dynamiki
Newtona w mechanice klasycznej. (Wikipedia 2013)
|

Uogdlnienie przez Schrodingera hipotezy de Broglie’a o
falowej naturze materii dato poczatek mechanice
kwantowej.

Hipoteza de Broglie’a, przypisuje poruszajacej sie
swobodnie czastce fale o okreslonej czestotliwosci i
dtugosci.

Erwin Schrodinger
(1887-1961)

Louis de Broglie
(1892-1987)

Dyfrakcja elektrondéw
(1000 el/s) na dwdch
szczelinach.
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Interferencja pojedynczych fotonow?

Z pojedynczym fotonem zwigzane jest pole é(#t), ktore podlega
zasadzie superpozyciji.

Obserwowane pole elektryczne po przejsciu pojedynczego fotonu

przez dwie szczeliny: . .. Lo
e(r) t) = €1 (T, t) + €2 (T', t)

Zatem dla niepodzielnych fotonow rownanie

RSN —= >— 1 - pierwsza szczelina
[~[6F D1 = [6,F, 0 +&E D1 57 frigs sscaeling

przedstawia funkcje rozktadu prawdopodobienstwa, gdzie
[e(7, t)]? d37

jest proporcjonalne do prawdopodobienstwa, ze foton znajduje sie
w obszarze o rozmiarze d37 wokoét punktu 7.
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Funkcja falowa fal materii

Z elektronami i innymi materialnymi czgsteczkami zwigzana jest opisana
przez de Broglie'a fala materii.

Funkcja opisujgca przemieszczanie sie tej fali nazywa sie funkcja
falowa Y(r t) lub ¥Y(x,t) i mozna ja przyjac¢ za miare prawdopodo-
bienstwa znalezienia czastki w danym punkcie przestrzeni.

Funkcja ta jest czesto funkcjg zespolong, a nie rzeczywistg i dodatnig,
wiec dopiero jej kwadrat ma sens fizyczny. Zarowno funkcje falowe
jak i ich pochodne po potozeniu muszg byc¢:

e Ciggte oraz e jednoznaczne

Taka funkcja falowa spetnia pewne liniowe rownanie rézniczkowe -
rownanie Schrédingera.
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Funkcje falowe stosowane do opisu ,czgstek” takich jak np.
elektrony to ,fale prawdopodobienstwa”. Tam gdzie amplituda
funkcji falowej jest mata, prawdopodobienstwo znalezienia
czgstki jest mate. Funkcje falowe majq fazy co pozwala im
interferowac jak wszystkim innym falom.

Zwigzek funkcji falowej z zachowaniem czastki wyraza sie za
posrednictwem gestosci prawdopodobienstwa -
P(x,t) = ¥*(x, )¥(x, t) = |¥(x, t)|* gdzie
Y(x,t) = AetFx=@1) = A(cosk x —isinwt)
W (x, t) = AetFX*@t) = A(coskx +isinwt)
Gestos¢ prawdopodobienstwa czyli prawdopodobienstwo

przypadajace na jednostke dtugosci osi (np. x) znalezienia czastki
w chwili t w punkcie x.

Wg interpretacji Maxa Borna (1926r), dla uktadu 3D jest to
prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w chwili t w szeSciennym
pudetku o objetosci d3r wokot potozenia wyznaczonego przez wektor r.




Wynika stad, ze prawdopodobienstwo znalezienia elektronu gdziekolwiek

W przestrzeni:
T Jest to tzw. warunek
f Y )]?d*r =1 normalizacyjny (normalizacja
= amplitudy A).

Przyktad
Funkcja falowa W(x)= 4| sin Tx) jest zdefiniowana jedynie w

obszarze 0 < x < L. Obliczy¢ statg A korzystajac z warunku normalizacji.

Rozwigzanie
21tn

L L
|l/)(ﬁ t)lz = Az Sinz (?x> j‘W(X)‘zdx — 1:> jAZ Sirl2 <TX> dx =1
0

0

Stosujac podstawienie za argument sinusa otrzymamy:

21n

2mn L , . o (27N L .
—x=u=dx=-—du A%sin? | —x |dx =4>—— | sin?(u) du
L 21N L 21N
0 0
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21n

, L . 2
A-—— | sin“(u) du
27N
Korzystajac ze wzoru na cos2a oraz z , 1" tryg. 0
cos2a = cos’a — sin‘a cos?a =1 —sin‘a = cos2a =1 - 2sina =

1
sin®(u) = 5 (1 — cos 2u)

AZL Znn.z( )d _ AiL1 Znn(l_ 2u)d _AZL 1 i
By Sin~(u u—27m2 0 coscu)au _% u—zglnu :

AL L
=——2nn = A“ =
4mtn 2 L 2
2
zatem A"—=1 = 4=[|=
2 L
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Poszukiwania odpowiedniego
rownania falowego.

Poprzednio poznalismy dla przypadkéw jednowymiarowych
rownania fal (funkcje falowe), ktore spetniaty okreslone
rownania falowe (rézniczkowe rownania ruchu fal):

_ . : %y 1 0%y
Dla fali akustycznej:  y(x,1) :Asm(kx—a)t) — 5%z = 37 3i2
0’E,  O'E,
Dla fall E(xt) = E, cos(wi-kx) a0
elektromagnetycznej: B(x,t) = B, cos(wit-kx) 0°B. 0°B.
> — Hoéo 5

ox ot
a dla fali de Broglie’a  W(x,t) = A(coskx —isinwt) ?
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Rownanie falowe dla struny mozna wyprowadzi¢ z rownania
Newtona, natomiast rownanie falowe dla fal elektromagnetycz-
nych mozna wyprowadzi¢ z rownan Maxwella.

Kwantowego rownania falowego dla czastki swobodnej nie da
sie otrzymac z rownan mechaniki klasycznej.

Poszukiwane rownanie falowe zostato sformutowane na

podstawie nastepujacych postulatow: b
« spetniona jest relacja de Broglie'a: A= m
« przyjeta zostata klasyczna definicja p?
(nie relatywistyczna) energii catkowitej: E=-—+V(x)

« rownanie musi byc¢ liniowe (kombinacja liniowa funkcji
falowych spetnia to rownanie).
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Zaktadajac, ze czasteczka swobodna (V(x)=0) ma niewielkg predkos¢
(gdy energia catkowita E = E, ) i opisana jest przez funkcje:

Y(x,t) = Ae!F*=®D) — A(coskx —isinwt)

to jej ped: p = kh

a energia: E=" =

natomiast

dlafali E =hv= hﬂ
2T

wiec otrzymujemy
tzw. zwigzek 2
=5

dyspersyjny o i K:
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Rozpatrzmy dalej czasteczke swobodng, tzn. takg, ktorej energia

potencjalna V(x) =0
Obliczajac pochodne (po ti x) wyjsciowego rownania

zespolonego fali: Y(x,t)= Ae' B0 otrzymujemy:
0¥ (x,t :
% = —iw Ae'*=00 = _jWP(x,t) (1)
: Y (x,t)
o¥(x,1) _ 4 S
ox
0°W(x,t .
Druga pochodna po x: 6(2 ) = —k* iéle‘("x—wtz = —k?¥(x,t) (2)
== W(x,t)
. : hk* : , 2mo
Ze zwigzku dyspersyjnego o < k a)=2— wyliczamy k :7
m
2
| podstawiamy do (2) otrzymujac: J L;(;C ) = _ZmeLp(x, t) (3)
X
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Z pierwszej pochodnej ¥(x,t) po czasie (1) wynika ze:

10¥(x,t)  o¥(x,t)

0¥ (x,t) :
< 5% = —iw¥P(x, t)) (D= a)LP(x, t) = —TT l 3t (4‘)
Podstawiajac  [0*¥(x,t)  2m O*W(x,t) .2m O¥(x,1)
(4) do (3) (T = wr@D (3)> = — 5 5

2 2
B (EX)RNCL TC) (5)
2m 8x2 ot

Stad po uporzgdkowaniu

Jest to ogdlne réwnanie Schrodingera dla czasteczki swobodnej o
statej energii kinetycznej (nie uwzgledniamy energii spoczynkowej
tZﬂ. E - Ek)'

h? 0%¥(# t) 0P (7, t) h? oP (7, t)
-D: - — =ih ’ lub ——V2Y[# ¢) =ih ’
3-D 2m  0r? l dt 2m (1) =i dt
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Gdy na czgstke dziata sita:

Jezeli na czastke dziata sita okreslona przez energie potencjalng

8V(x)j

V(x) zalezng od potozenia czgsteczki (F(X)=— o

to wowczas zachowana jest energia catkowita czgstki
2

E=E, +V(x)=%+V(x) stad jej energia kinetyczna:
m 2

E =L —E-v)
2m

uwzgledniajgc to w obliczeniach ®, otrzymujemy rownanie

h* 0%y x,t
— (2 ) = (E — V(x))‘P(x,t) lub inaczej:
2m  Ox
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R O°P(x0)

2m axz
Zgodnie z postulatem Einsteina E=hw oraz a)‘{’(x,t):iaqj(gf’t)

+V(x)¥Y(x,t) = EV¥Y(x,?)

wiec ostatecznie otrzymujemy:

R (a0 OV (x,1)

T +V(x)¥Y(x,t)=ih
X

(3a)

Jest to ogdlne rownanie Schrodingera dla czasteczki poruszajacej
sie w potencjale V(x).

1’ O°W(x,0) _ 0¥

2m 6x2 ot

Problem rozwigzania rownania Schrédingera sprowadza sie do
rozseparowania zmiennych przestrzennych i czasowych:

Y(x, t) = y(x)e 't i obliczenia funkcji wlasnych y(x) — bedacych
rozwigzaniem tzw. niezaleznego od czasu rownania Schrédingera i
tzw. odpowiadajacych im wartosci wtasnych.
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Przypomnienie: dla czgsteczki swobodnej:




Rozwigzanie rownania Schrodingera

1 O°W(x,0) OV (x,1)

2m  ox?

+V(x)¥Y(x,t)=1ih

(3a)

Aby rozwigzac to czastkowe rownanie rozniczkowe szukamy
rozwigzania w postaci iloczynu funkcji, z ktorych kazda zalezy
tylko od jednej zmiennej wystepujgcej w rownaniu. Jest to tzw.
metoda separacji zmiennych.

Y(x,t) =y (x) o)

Rozwigzanie takie istnieje o ile energia potencjalna nie zalezy w
sposob jawny od czasu tzn. mozna jq zapisac tylko jako V(x).
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Y(x,t)=w(x) @) podstawiajac to rozwigzanie do (5a):

(ogdlnego réwnania Schrodingera)

oW o 0D
2m  0x?2 EStdemie= at

(5a)

h? d2w(x) dca(t)

——q)()

— +V () (0)e(t) =ihy(x)

dzielgc obustronnie przez w(x)-@(t) otrzymujemy:

ht 1AW b dg()
T o2my(x) dx? ) =50 " ae

(6)

Lewa strona rownania (6) nie zalezy od t, a prawa nie zalezy
od x. Wynika stad, ze wspolna dla obu stron rownania wartosc
musi byC stata. A stata jest dla czastki jej energia catkowita

zwana wartoscig wtasna.
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A2 1 d2yP(x) ih do(t)

Zatem lewa strona rownania: om0 dx? +V(x)=¢(t) o (6
2 2
w1 d‘”(x)w(x) E
2m w(x) dx’
R dy(x)
= |- V(O (0) =Ep(x) ()
2m  dx

Jest to réwnanie Schrédingera niezalezne od czasu
— energia potencjalna V(x) jest stata w czasie.
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Poprawne, fizyczne rozwigzania rownania Schrédingera
istniejg tylko dla niektérych wartosci energii E — sg to tzw.

wartosci wtasne.

Kazdej wartosci wtasnej odpowiada funkcja wifasna y(x).
Funkcje wiasne i ich pochodne muszg mie¢ nastepujace
wilasciwosci:

muszg by¢ - skonczone, jednoznaczne i ciggfte.

Rozwigzaniem ogdlnego rownania

Schrodingera (5a) sg zatem hZ 92W(x, t) ¥ (x, t)
funkcje falowe: “om o T/@Y@H=i—p— (o)

Et

n

¥, (x,t)=y (x)e "  gdzie n - to liczba kwantowa.

Kombinacja liniowa tych rozwigzan tez jest rozwigzaniem
tego rownania. =
Y(x,t) = C\W(x,0) + C,\WP5 (x,0) +..+ C W, (x,0) = (x)e "

21.05.2023 Wydziat Informatyki, Elektroniki i 19

Telekomunikacji - Elektronika



Rozwigzanie rownania dla
czasteczki swobodnej

Dla czasteczki swobodnej mozna zatozyc, ze V(x) = 0 zatem

rownanie Schrodingera niezalezne od czasu (7) przybierze
postac:

h* d*w(x
— "”g ) _ Ey(x) (8)
2m  dx
Szukamy rozwigzania w postaci w(x)= Ae a=+i|—
: /ZmE .| 2mE
l > X —1 > X
w(x)=Ae'"™ +Be ' Np. dla rozwigzania ,+":
2mE P ikx —
skoro / e k w(x)=Ae" = A(Coskx+zsm kx) (9)
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Z kolei dla ogolnego rownania Schrodingera, zaleznego od
czasu (5a)

20Ot o AP
2m  0x?2 (P, 1) =i ot

(5a)

rozwigzanie tego rownania ma postac:

Et
_l_

Y(x,0)=y(x)e 7

lecz zgodnie z postulatem Einsteina =

E
h
a zatem rozwigzanie to mozna zapisac:

Y(x,t)=w(x)e"”  co po uwzglednieniu (9) daje:
P(x) = Ae™ = A(coskx +isinkx) (9))

Y(x,t) = Ae" ¥ = fcos(kx— o) +id sin(kx— wrt) lub
i(px—FEt)
Y(x,t)=Ade " Jest to rownanie fali biezacej.
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Podsumowanie - jednowymiarowe
rownania Schrédingera

Ogdlne rownanie Schrodingera dla

czgsteczki swobodnej o statej energii n* 82‘P(x,t) _i o¥(x,t)
kinetycznej (nie uwzgledniamy - > !

= ; 2m  Ox ot
energii spoczynkowej tzn. £ = E,).
Niezalezne od czasu réwnanie R d%Y(x) =
Schrodingera dla czgsteczki swobodnej 2m dx?2 4

: f2mE . |2mE
1 5 X —1 5 X
w(x)=Ae'"™ +Be '7

Rozwigzaniem sg funkcje falowe:
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Ogolne rownanie 12 97W(x, 0) oW (x, )
1 X, X,

Schrodlng_era dla _ —= +V()¥(x, t) = ih

czgsteczki poruszajacej 2m  0x? ot

sie w potencjale V(x).

E ¢

n

=
Rozwigzaniem sg funkcje falowe: Y, (x,0) =y (x)e "

Rownanie Schrédingera niezalezne h2 42 (x)
od czasu - energia potencjalna V(x) BT + V(x)Y(x) = EY(x)
jest stala w czasie. i

7 Wy =C —ifx + D iBx
Rozwigzanie ogolne gdy E < V: n(¥) = e
2m(V — E)]"?

hZ

gdzie B =
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